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Introduction

Les recherches sur les systémes dynamiques discrets ont connu un essor
considérable avec le développement de 'informatique. De nombreux prob-
lémes issus de ce domaine de recherche battent en bréche le lieu commun
selon lequel les questions scientifiques difficiles s’énoncent nécessairement en
des termes difficiles. A D’origine de cette idée se trouve le paradigme scien-
tifique “cartésien” selon lequel un probléme, qu’il soit d’origine mathématique
ou physique, peut se résoudre par la méthode de I'analyse et de la syntheése :
on décompose le probléme en des sous-problémes plus petits puis on cherche
comment composer les solutions partielles obtenues. Si cette méthode a per-
mis le progrés de nombreuses disciplines, en premier lieu celui de la physique,
il semble qu’elle trouve ses limites dans ’analyse d’un certain nombre de
systémes que l'on désigne par 1’expression de “systémes complexes”. On peut
définir de tels systémes comme des systémes dont la compréhension ne s’ob-
tient pas simplement par ’étude de chacun de des composants élémentaires
(ou qui apparaissent comme tels).

Ce type de situations “indécomposables” apparait dans de nombreuses
disciplines scientifiques. FEn effet, il est courant de rencontrer une situation
ol des interactions locales entre composants simples produisent un comporte-
ment global complexe : en physique ce seront des interactions entre atomes
dans un cristal, en chimie des interactions entre constituants, en biologie des
interactions entre cellules, en économie des interactions entre agents ayant
une connaissance partielle de I’état du marché, etc.

Robustesse

Parmi les nombreuses propriétés qui caractérisent les systémes complexes,
la robustesse joue un role important. La robustesse peut se définir comme
la qualité d’un systéme qui est peu sensible & la plupart des perturbations,
qu’elles concernent I’état de ses composants ou les régles qui régissent sa
dynamique. C’est I’étude de cette notion de robustesse, dans des conditions
particuliéres, qui forme le coeur de ce travail.

Avant de détailler un peu plus les questions que nous allons aborder a
propos de la notion de robustesse, nous allons montrer pourquoi elle revét
une importance particuliére dans le contexte de la modélisation.



Modélisation et Robustesse

Classiquement, les modéles qui décrivent de tels systémes complexes met-
tent en jeu des composants qui interagissent de maniére locale; c’est-a-dire
que les régles qui définissent les changements d’état des composants n’u-
tilisent qu’une information partielle, limitée dans 1’espace, de ’état du sys-
téme. L’étude de ces modéles présente un double enjeu : elle a d’une part un
intérét intrinseque en ce qu’elle constitue un champ de recherche stimulant ;
d’autre part, elle devient nécessaire lorsque l'on cherche & comprendre des
phénomeénes “naturels” qui échappent & l’analyse classique.

Un modéle peut étre utilisé pour décrire quantitativement un phénomeéne
ou alors il peut fournir des bases de réflexion qualitative pour comprendre
Iorigine d’'un phénomeéne. L’approche des “systémes complexes” postule que
des phénomeénes a priori trés différents peuvent se décrire avec un méme
type de modéle. Notre travail n’est pas un travail de modélisation mais nous
I’avons effectué dans la perspective qu’il puisse servir au modélisateur.

Dans ce contexte, I'importance de la robustesse apparait de nouveau. Il
ne s’agit plus ici de la robustesse du systéme complexe lui-méme mais de la
robustesse du modéle que I'on va choisir. En effet, par définition, un modéle
n’est pas une réplique exacte du systéme qu’il modélise mais en est une
abstraction, une approximation. Par conséquent, s’il doit aider & comprendre
le phénomeéne réel, il est important qu’il soit lui-méme robuste a la plupart
des perturbations, ou au moins que 1’on connaisse dans quels contextes il ne
I’est pas pour pouvoir évaluer s’il s’agit simplement d’une non-robustesse du
modéle ou au contraire du systéme complexe modélisé.

Cette notion de robustesse nous invite donc & explorer le comportement
des modéles sous un nouvel angle. Il ne s’agit plus seulement de découvrir
les propriétés d’un modéle mais plutot de déterminer pour quelles plages de
valeurs on observe la stabilité et pour quelles plages on observe un grand
écart de comportement.

Perturber et en mesurer les effets

Nous allons donc dans ce travail nous intéresser aux effets des différentes
perturbations que l'on peut appliquer & un systéme complexe (ou & un de
ses modeles). Deux questions générales se posent & ce niveau. La premiére
est celle de la mesure des effets des perturbations et la seconde celle du type
de perturbations que nous voulons étudier. Nous pouvons déja & ce stade en
dire quelques mots.

En ce qui concerne la mesure des effets, cette perspective nous permet
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d’emblée d’effectuer un certain nombre de choix. En effet, dans ’étude d’un
phénomeéne, on peut rarement mesurer ’ensemble des états des constituants
d’un systéme , comme dans le cas d’un gaz par exemple. Ceci implique que
dans nos modéles, 1’état d’un systéme évolue de facon déterministe & 1’échelle
microscopique mais qu’en revanche on s’interdira de mesurer ’état de chaque
composant de facon indépendante. Ceci nous impose de ne prendre en compte
que des propriétés statistiques des différentes configurations : c’est 1’échelle
macroscopique.

En ce qui concerne le type de perturbations, il existe de nombreuses
fagons de perturber un modéle :

— La premiére facon de procéder consiste & modifier 1’état des com-
posants, en ajoutant un bruit aléatoire par exemple, et observer quelle
est ’'ampleur du changement de comportement.

— On peut également perturber la facon dont les composants changent
d’état en modifiant les régles qui agissent sur les composants.

— On peut également modifier les interactions entre composants (change-
ment de topologie),

— Enfin, les moments ol les composants changent d’état peuvent eux
aussi étre sujet & des perturbations (changement de temporisation ou
synchronisme).

Une telle étude peut s’effectuer pour un ou plusieurs types de perturba-
tions et on peut méme se demander comment se composent ces perturbations
lorsqu’elles sont appliquées simultanément. Idéalement, on souhaite énoncer
des conditions nécessaires et suffisantes de robustesse qui soient valables pour
une classe de modéles aussi grande que possible.

Les automates cellulaires

Ces questions sont évidemment difficiles & traiter en toute généralité et
il est nécessaire de limiter nos recherches a des questions plus précises. Nous
avons choisi ici de nous intéresser aux automates cellulaires qui sont un
modéle classique des systémes complexes. Dans ce modéle, les composants
élémentaires sont des cellules, qui sont disposées sur une grille réguliére et qui
changent leur état en fonction de ’état des cellules voisines. Ces changements
d’états sont dictés par une unique régle, dite fonction de transition locale, qui,
classiquement, est appliquée & toutes les cellules en méme temps. Ce modéle
se préte bien a I’exploration de la notion de robustesse car il permet de définir
trés simplement des régles au comportement varié, allant du comportement
trivial & 'universalité (i.e., une puissance de calcul équivalente a celle d’une
machine de Turing).
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Dans le cas des automates cellulaires, les questions préalables lies a
I’étude de la robustesse se traduisent comme suit :

— Comment estimer quantitativement si un automate cellulaire a changé

son comportement ?

— Comment définir formellement les différents types de perturbations

(inhomogénéité, topologie, asynchronisme) ?

Pour la premiére question, nous avons choisi de nous limiter a la mesure
d’un paramétre macroscopique trés simple : la densité (i.e., le ratio de cellules
dans un état donné). Nous verrons que ce choix, malgré sa simplicité, permet
déja d’obtenir des résultats intéressants.

Pour la seconde question, nous avons choisi de focaliser sur I’effet des per-
turbations de synchronisme. Ce sont en effet des perturbations trés naturelles
(dans le contexte de la modélisation) et il est de plus facile de définir une
notion de "petite" perturbation. Dans le cas des automates cellulaires bidi-
mensionnels, nous avons étendu notre étude aux perturbations de topologie
et a leurs influences croisées.

Simulation et théorie

Nous avons aussi fait le choix d’aborder ces questions autant par l'an-
gle de la théorie que de la simulation numérique. En effet, méme lorsqu’une
simulation numérique est rigoureuse et permet d’obtenir des résultats con-
vaincants, il n’en reste pas moins qu’elle dépend souvent de trés nombreux
paramétres extérieurs au phénomeéne et que son domaine de validité est tou-
jours limité. Un approche théorique, partant souvent des observations des
simulations, permet, quand elle est possible, d’obtenir une connaissance plus
fiable. Réciproquement, l'approche théorique est souvent difficile & mettre
en ceuvre et, quand cela est fait, c’est souvent dans un champ de généralité
assez restreint. Les simulations permettent alors d’élargir cette connaissance.

Plan de la thése

Le premier chapitre introduit les définitions et les notations formelles qui
servent tout au long de cet exposé. Nous définissons les automates cellu-
laires synchrones de facon classique et nous introduisons une définition des
automates cellulaires asynchrones & 1’aide de fonctions probabilistes. Nous
examinons ensuite des propriétés algébriques des automates cellulaires qui
permettent d’isoler des sous-ensemble particuliers de régles; en particulier,
nous introduisons un nouveau code pour désigner les automates cellulaires
élémentaires qui nous permet, dans certains cas, de saisir plus facilement le
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comportement local d’une regle.

Le chapitre 2 a pour objectif de situer notre recherche par rapport aux
travaux déja existants. Dans un premier temps, nous découvrons les dif-
férentes approches qui ont été utilisées pour traiter le probléme de la classifi-
cation des automates. Ce probléme est connu pour étre un probléme difficile
et nous examinons un certain nombre de travaux qui traitent de la question.
Partant de la classification empirique proposée par Wolfram, nous rappelons
les résultats qui ont été obtenus sur le volet algébrique : des propriétés im-
portantes sont indécidables, ce qui confirme le caractére difficile de 1’étude
du comportement des automates cellulaires et pose des limites en termes
d’objectifs. Nous rappelons également les résultats issus du volet expérimen-
tal afin de pouvoir montrer clairement les difficultés de cette approche. Dans
un second temps, nous parcourons les travaux qui ont été conduits autour
des notions de robustesse & ’asynchronisme et aux modifications de topologie
afin tenir compte des acquis des travaux antérieurs. Enfin, nous montrons les
implications de ces études pour nos propres travaux : les approches théoriques
permettent de poser des limites claires en termes d’objectif et les approches
expérimentales nous permettent de guider nos choix pour proposer un pro-
tocole : nous devons d’abord disposer d’un “bon” paramétre pour capturer
le comportement d’un automate et ensuite disposer d'une “bonne” méthode
d’expérimentation afin que les résultats soient aussi représentatifs que pos-
sible.

Le chapitre 3 est le point de départ de nos travaux et un préalable a
I’étude de la robustesse : nous cherchons & choisir un parameétre qui soit
adéquat pour évaluer le comportement d’'un automate cellulaire. Le calcul
de ce parameétre doit étre simple et rapide (nous devons classer un grand
nombre d’automates) et il doit pouvoir donner des résultats pertinents méme
lorsqu’il est calculé sur des portions d’orbites de taille fixe avec des configura-
tions finies. Nous montrons expérimentalement que I'utilisation du parameétre
densité permet effectivement de classer les automates selon leur caractére
“régulier” ou “chaotique”. Le protocole expérimental s’appuie d’une part sur
un échantillonnage des conditions initiales (on se rameéne & des études statis-
tiques), et d’autres part sur 'examen de portions fixes d’orbites (ce qui per-
met d’aller rapidement). La validation des résultats fournis par notre méth-
ode de classification se fait par rapport aux travaux déja existants et permet
de montrer que les résultats obtenus sont cohérents.
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Le chapitre 4 utilise les outils de classification fondés sur la densité qui
ont été examinés dans le cas synchrone “classique”. Nous les avons appliqués
sur les automates cellulaires asynchrones, définis par une application par-
tielle des transitions & chaque pas de temps. Formellement, nous ajoutons
a la définition classique la donnée d’une fonction probabiliste, dite fonction
de mise & jour, qui & chaque pas de temps donne ’ensemble des cellules que
I’on met & jour. Dans notre approche, ce choix se fait de fagon aléatoire et
la probabilité pour qu’'une cellule effectue la transition est appelée tauz de
synchronisme : c’est le paramétre central qui va nous permettre de définir la
notion de robustesse & ’asynchronisme. Le protocole expérimental que nous
proposons se base sur ’obtention de surfaces dans un espace & trois dimen-
sions oul les axes des x et des y représentent respectivement la densité initiale
des configurations et le taux de synchronisme et ou ’axe des z représente la
densité moyenne des orbites issues des configurations initiales choisies. Nous
regroupons les automates en fonction du type de surface mesurée et nous ex-
aminons alors les automates groupe par groupe. Cet examen détaillé permet
de mettre a jour différents comportements bien distincts :

— automates parfaitement robustes : leur comportement est invariant en

fonction de la mise a jour,

— automates partiellement robustes : leur comportement change peu en
fonction de la mise a jour,

— automates avec transition de phase du premier ordre : le comporte-
ment change brutalement lors de l'introduction d’une petite quantité
d’asynchronisme puis reste stable,

— automates avec transition de phase du second ordre : le comporte-
ment reste constant pour certaines valeurs du taux d’asynchronisme
et devient variable pour d’autres valeurs (la dérivée de la fonction qui
quantifie le comportement est nulle sur un intervalle et devient “forte-
ment” positive & partir d’une certaine valeur),

— automates non convergents : pour ces automates l’obtention de statis-
tiques fiables est impossible au vu des temps de calcul mis en jeu.

La mise en évidence de ces différents comportements permet de dégager
plusieurs axes de recherche vers lesquels nous avons orienté la suite de nos
travaux :

— analyser expérimentalement les conditions qui expliquent pourquoi un
automate est robuste (par exemple la présence de murs qui bloquent la
transmission de I'information ou I’absence de corrélation spatiale dans
le cas des automates “chaotiques”),

— justifier théoriquement la présence de transitions de phase du premier
ordre (expliquer comment l'introduction d’une petite quantité d’asyn-
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chronisme peut conduire & une grande différence de comportement),

— analyser théoriquement, lorsque cela est possible, le temps de conver-
gence et le type de diagramme espace-temps obtenus,

— vérifier que les transitions de phase du second ordre sont effectivement
des transitions de phase et non des artefacts diis & ’observation en
taille finie; éventuellement, donner la classe d’universalité de la tran-
sition de phase.

Le chapitre 5 permet d’aborder certains de ces problémes analytique-
ment et d’y répondre en partie. Nous montrons ainsi que 1’on peut estimer
théoriquement certains aspects du comportement asynchrone séquentiel (i.e.,
une seule transition est effectuée a chaque pas de temps) des automates cel-
lulaires “élémentaires” (i.e., automates cellulaires unidimensionnels de plus
proches voisins & deux états) o les deux états 0 et 1 sont quiescents (i.e., ces
états ne permettent pas de transmission instantanée de 'information). Pour
cela, nous introduisons un codage des automates cellulaires élémentaires qui
permet de décrire aisément leur comportement. Cela permet, dans le cas
des automates doublement quiescents, de nous attaquer au probléme de la
description du comportement global d’un automate cellulaire & partir de la
donnée de sa fonction de transition locale. Ce probléme peut ici étre traité
en exploitant la propriété de décroissance du nombre de zones de 0 et de 1
consécutifs. Nous montrons en particulier qu’il est suffisant de s’intéresser
aux mouvements des frontiéres entre ces zones de 0 et de 1 pour prédire le
temps de convergence d’un automate : celui-ci peut étre ou nul (cas triv-
ial), logarithmique, quadratique, cubique ou exponentiel (un seul cas). Ces
temps de convergence sont calculés en couplant les automates a des proces-
sus aléatoires déja étudiés en théorie des probabilités : probléme du “coupon
collector”, problémes de ruine avec martingales, marches aléatoires avec fu-
sion ou annihilation, équilibrées ou biaisées, etc. Nous observons que chaque
couplage est 1ié & un comportement “type” de ’automate ce qui nous permet
également de prédire la forme des diagrammes espace-temps ainsi que les
différents attracteurs et la probabilité qu'’ils soient atteints.

Le chapitre 6 est expérimental et nous y avons abordé la question de
I’étude de certaines transitions de phase. Nous étudions d’abord leffet de
différents parameétres qui définissent une expérience (variations de taille des
configurations, des conditions initiales, des temps de transitoire, etc.) puis
nous montrons que 1’on a une transition de phase du second ordre : les valeurs
macroscopiques varient continuement avec le taux de synchronisme mais leur
dérivée est discontinue. Plus précisément, ’analyse de ces données permet
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d’établir que cette transition de phase appartient & la classe d'universalité de
la percolation dirigée. Il est a noter que le phénoméne de percolation dirigée
a déja été observé sur les automates cellulaires dans d’autres contextes mais
qu’il s’agit 1a de la premiére mise en évidence de ce type de transition de
phase pour les automates cellulaires “élémentaires”.

Nous continuons I’étude des transitions de phase dans le cas du “Jeu
de la Vie” (il s’agit d’un automate cellulaire bidimensionnel, introduit par
Conway, qui est universel au sens du Turing). Nous montrons, en utilisant
les mémes protocoles, que 'on peut observer deux changements brutaux
de comportements et que ces changements sont de nature différente. Ainsi,
le premier changement brutal observé en fonction de la densité initiale est
un artefact de l'observation sur une grille de taille finie. Pour expliquer ce
phénomeéne, nous émettons '’hypothése que le changement de phase se fait
& partir de germes localisés et que la stabilisation du changement de phase
n’est que fonction de la probabilité d’apparaitre d’'un de ces germes. Par
ailleurs, le second changement de comportement (en fonction du taux de
synchronisme) est une vraie transition de phase, qui avait déja été étudiée
par d’autres auteurs. Nous avons souhaité aller plus loin en étudiant comment
cette transition variait lorsque la topologie (i.e., les liens entre cellules) était
modifiée. Nous observons que le seuil de transition se “déplace” réguliérement
lorsque les modifications de la topologie augmentent, et ce jusqu’a ce que
la transition de phase ne soit plus possible (les germes ne peuvent plus se
développer). Ceci peut s’interpréter en disant que dans une certaine mesure,
la robustesse a ’asynchronisme du Jeu de la Vie est augmentée lorsque la
topologie n’est plus réguliére. On peut également formuler cette assertion
dans l'autre sens : les mesures montrent que le Jeu de la Vie classique ne
peut étre pris comme modeéle d'un phénomeéne biologique réel puisque son
comportement dépend fortement des liens sous-jacents entre cellules ainsi

que du degré de synchronisme de ses transitions .

'Le travail décrit dans le chapitre 3 a fait Pobjet d’une publication dans les actes de
la conférence DMTCS’03 [Fat03].
Le travail décrit dans le chapitre 4 a fait I’'objet d’un article co-écrit avec Michel Morvan
et soumis & la revue Complex Systems [FMO04a].
Le travail décrit dans le chapitre 5 a fait 'objet d’un article co-écrit avec Michel Morvan,
Nicolas Schabanel et Eric Thierry et soumis & la conférence STACS’05 [FMST].
Les résultats exposés dans la premiére partie du chapitre 6 ont été obtenus lors d’un
travail conjoint avec Alexis Ballier lors de son stage de premiére année.
Les résultats exposés dans la deuxiéme partie du chapitre 6 ont fait I’objet d’une
publication dans les actes de la conférence ACRI’04 [FMO04b].
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Chapitre 1 Automates cellulaires
synchrones et
asynchrones

Ce chapitre a pour objet la définition des automates cellulaires syn-
chrones et des automates cellulaires asynchrones. Aprés avoir introduit le
contexte global des systémes dynamiques, nous reprenons les définitions clas-
siques des automates cellulaires, puis nous les étendons au cas asynchrone.
Nous décrivons ensuite quelques propriétés algébriques remarquables qui
nous permettront par la suite de réduire I’ensemble des automates a étudier.

1.1 Systémes dynamiques

Le cadre général dans lequel on peut situer les automates cellulaires est
celui des systémes dynamiques. Un systéme dynamique permet de décrire
I’évolution temporelle d'un ensemble d’objets en interaction mutuelle et
éventuellement en interaction avec un environnement (i.e., 'extérieur de
Pensemble d’objets).

Dans le contexte de la modélisation, la construction d’un systéme dy-
namique est effectuée par un observateur qui isole les objets & étudier et
décrit leurs interactions. Classiquement, les systémes dynamiques sont sé-
parés en deux catégories : les systémes dynamiques & temps continu qui
décrivent ’évolution temporelle avec des temps pris dans ’ensemble des réels
R (ou un de ses sous-ensembles) et les systémes dynamiques & temps discret
qui décrivent 1’évolution temporelle avec des temps pris dans l’ensemble des
entiers naturels N. A premiére vue, il peut sembler que la modélisation par
temps “continu” soit la plus judicieuse puisque qu’elle correspond a l’idée
intuitive que nous avons du temps. Cependant, il existe de nombreuses situ-
ations ol la modélisation par temps discret est mieux adaptée : par exemple
lorsque que le systéme évolue en fonction des tops d’une horloge (cas typique
en informatique), ou lorsqu’on souhaite modéliser des changements d’états
“brutaux” (des changements d’états de particules atomiques, par exemple) &
des temps déterminés, le temps discret est alors couplé avec des états du sys-
téme discret. C’est & cette derniére classe d’objets que nous nous intéressons
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et nous ne discuterons plus dans la suite des rapports entre temps discret
et temps continu; on peut néanmoins noter qu'une grande partie des con-
cepts utilisés (orbites, points fixes, convergence, périodicité, etc. ) ont été
initialement définis dans le cas d’une évolution temporelle continue.

Définition 1 (Systéme dynamique i temps discret). Un systéme dy-
namique (& temps) discret est un couple (X, ), consistant en un espace des
états ou espace des phases X non vide et une fonction & : X xN — X
appelée fonction d’itération.

Définition 2 (Orbite). Pour un systéme dynamique discret donné (X, ®),
lorbite d’un point x est la suite de X", notée v, = (x%)ien, définie par :

33‘021'

2 = o2l t).

Définition 3 (Condition d’autonomie). Un systéme dynamique sera dit
autonome si sa fonction d’itération ® ne dépend pas explicitement du temps,
i.e., s’il existe une fonction ¢ qui vérifie :

Vt e N,Vr € X, ®(z,t) = ¢(x).

La condition d’autonomie est fondamentale pour un systéme dynamique
puisqu’elle suppose que ’on dispose d’une description qui soit indépendante
du temps initial ot le phénomeéne se produit!.

1.2 Automates cellulaires synchrones

Un automate cellulaire (AC) est ici défini comme un cas particulier de
systéme dynamique & temps discret autonome. De fagon informelle, cet objet
est un ensemble fini ou infini de cellules réparties dans l'espace et dont les
états peuvent varier en fonction du temps. Une variation d’état est appelée
une transition; les transitions se définissent & ’aide d’une unique fonction,
dite fonction de transition qui gouverne toutes les cellules. Dans un automate
cellulaire les transitions sont effectuées en partant des hypothéses suivantes :

— les cellules sont régulierement disposées dans I’espace,

— les transitions sont définies de facon locale (i.e., en fonction de l'état

des voisins),

!Par exemple, la chute d’un corps dans un champ de pesanteur est un phénomeéne qui
peut étre décrit par un systéme dynamique autonome puisque la trajectoire qu’il emprunte
ne dépend pas du moment ou 'on lache objet.
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— toutes les cellules sont gouvernées par une méme fonction de transition
(ou de facon équivalente d’un nombre fini de fonctions),
— toutes les transitions ont lieu de maniére synchrone.
La suite de cette partie est consacrée & la définition formelle de chacune de
ces hypothéses.

Hypothése de sommet transitivité

Définition 4. Une cellule est une variable qui prend ses valeurs dans @,
l’ensemble des états, on note q. l’état d’une cellule c.

Définition 5. L’ensemble des cellules d’un automates cellulaire, noté U
(pour univers), est un sous ensemble de 7%, ot d € N est appelée dimen-
sion de l’automate cellulaire.

Dans la suite, nous nous restreignons a 1’étude des automates cellulaires
définis en dimension 1 ou 2. Etant donnée la répartition réguliére des cellules,
on utilisera le terme grille pour désigner /. Dans le cas général, on peut
également envisager que U/ soit un ensemble quelconque et que les cellules
soient disposées sur les sommets d'un graphe sommet transitif 2 (i.e., pour
lequel pour toutes cellules = et y de U, il existe un automorphisme de graphes

f tel que f(z) = y).

Définition 6 (Configuration). Une configuration z correspond a l’associ-
ation d’un état & chaque cellule de la grille U.

Les configurations sont des éléments de QY I’espace des configurations,
elles sont notées = (z¢).cyy. Dans le cas ou d = 1, une configuration pourra
également étre vue comme un mot bi-infini sur ’alphabet Q.

Notation 1. Soit = un vecteur de AY ou A est un ensemble quelconque. On
note |x|, le nombre de positions de = égales a u :

|2l = {7, 2 = u}],
ou |E| désigne le cardinal d’un ensemble E.

Définition 7 (Densité). On appelle densité de 1 d’une configuration x le

nombre réel d(x) = % correspondant au ratio de 1 dans la configuration x.

2Cette fagon de généraliser 'invariance par translation de la grille est usuellement utilisé
dans le domaine de recherche des graphes d’automates. En ce qui concerne les automates
cellulaires, signalons un article de Petrov [Pet96] qui présente un exemple intéressant de
l'utilisation d’une grille réguliére qui n’est pas un sous-ensemble de Z<.
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Dans le cas binaire Q = {0,1}, on appelle simplement densité cette
quantité.

Notation 2 (Conjugaison). Pour @@ = {0,1}, ¢ — ¢ = 1 — q désigne
l’opération de conjugaison qui permute 0 et 1. Pour une configuration x de
QY, T désigne la configuration conjuguée de x obtenue en application de
lopération de conjugaison o toutes les cellules de x.

Hypothése de localité des transitions et d’invariance par transla-
tion du voisinage

Une cellule change son état en fonction de I’état des cellules qui se trou-
vent dans un rayon borné.

Définition 8. Le voisinage d’une cellule ¢, noté V(c), est une partie finie
totalement ordonnée de U. 1l existe un entier r, appelé rayon du voisinage tel
que pour toute cellule ¢ € U, le voisinage V (c) est un sous-ensemble d’une
boule de rayon r centrée sur c.

Il n’y a pas a priori de condition requise sur le type de distance permet-
tant de définir les boules. On utilise usuellement les normes dites “norme 1”
et “norme infinie” basées respectivement sur les distances d; et ds, suivantes :

V(z,2') € 24 x 24, dy(z,2) = Z |zt — a4,
1<i<d

d d
V(z,2') € Z° X 2%, doo(z,2") = 121%)(6!]3:; — ;.

Classiquement, les voisinages sont définis comme étant invariants par
translation et on a alors :

Vo czé Veeld, V(e)=Vo+e,

ou + désigne ici 'addition sur les vecteurs. Le voisinage sera alors dit régulier
et on note v = |V(c)| son cardinal.

Sauf indication contraire, nous supposerons désormais que le voisinage
des automates cellulaires considérés est régulier; des automates cellulaires
avec voisinages irréguliers seront explicitement définis dans le chapitre 6.

Définition 9 (Voisinages de von Neumann / Moore). Nous appelons
voisinage de von Neumann, le voisinage de rayon r = 1 pour la distance de
la norme 1. Nous appelons voisinage de Moore, le voisinage de rayon r =1
pour la distance de la norme infinie.
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Hypothése d’homogénéité spatiale

Chaque cellule met & jour son état en fonction d’'une méme régle f définie
de Q¥ dans @), appelée régle de transition locale. On appelle table de transition
la donnée exhaustive des couples de Q¥ x @ qui permettent de définir f.

Dans la suite nous utiliserons de facon indifférenciée les termes “auto-
mate (cellulaire)” et “régle”, étant entendu que le contexte fixe les données
(dimension, voisinage, ensemble des états) qui permettent de définir 'auto-
mate cellulaire en fonction de la régle de transition locale.

Définition 10 (Etat quiescent). Pour une régle de transition fizée, on
dira qu’un état q est quiescent si f(q,...,q) = q.

Synchronie des transitions

Dans le cas classique ou toutes les transitions sont effectuées de maniére
synchrone, il est utile de définir, & partir de la connaissance de la régle de
transition locale qui agit individuellement sur les cellules, la fonction de
transition globale qui agit sur les configurations.

Définition 11 (Fonction de transition globale). La fonction de transi-
tion globale est la fonction F : Q¥ — QY qui associe & chaque configuration
Tr = (xc)celxl; la conﬁgumtion Yy = (yc)ceu telle que Yc = f[xvl(c)7 T 7‘731),,(0)]
ot V(c) ={vi(c), - ,v,(c)}.

Systémes dynamiques

Un automate cellulaire est donc un cas particulier de systéme dynamique
4 temps discret autonome défini pour un espace des phases égal a I’espace des
configurations (X = Q¥) et qui admet pour fonction définissant le systéme
dynamique la fonction de transition globale de ’automate (¢ = F).

Définition 12 (Orbite). L’orbite d’une configuration x, notée 7, est la
suite de configurations de (QY)N, notée v, = (z');cn obtenues par itération
de F sur x selon : ' = F'(x).

Dans le cas unidimensionnel, les parties finies des orbites peuvent étre
représentées sous forme de diagrammes espace-temps ol les configurations
sont représentées horizontalement et le temps verticalement. On oriente le
temps du bas vers le haut. Un exemple de diagramme espace-temps est
représenté sur la figure 1.1.

L’ensemble des orbites d’un automate cellulaire donné peut étre représenté
par son graphe de transitions ou portrait de phase [MOWS84, WL92] : c’est
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FiG. 1.1 - Un exemple de diagramme espace-temps pour l’automate cellulaire
unidimensionnel de rayon r = 1 défini par f(a,b,c) =15si (a,b,c) = (1,1,1)
et f(a,b,c) = 0 sinon. Les carrés blancs représentent une cellule a l'état 0
et les carrés noirs, une cellule a 1’état 1. Les configurations sont périodiques
aux bords (anneaux) et de taille n = 50. On représente ici les n premiéres
générations de maniére & avoir un diagramme carré. Ces conventions sont
conservées par la suite.

un graphe orienté ol un noeud représente une configuration et un lien entre
deux noeuds représente le passage d’une configuration & une autre par une
application de la régle de transition (globale). Comme chaque noeud a au plus
un degré sortant de un, ce graphe est une collection d’arbres enracinés sur
des cycles. En reprenant la terminologie de systémes dynamiques, on désigne
parfois ces cycles comme des attracteurs et I’ensemble des arbres enracinées
sur un cycle constituent le bassin d’attraction de l’attracteur. Lorsque ces
cycles sont dégénérés (i.e., de longueur 1) , on parle alors de point fixe.

Définition 13. Une configuration x est un point fixe (de F') si F(z) = x.

En outre, il est clair que dans le cas fini, la longueur de tout cycle est
bornée par |QY| = 2". Dans cette représentation, les feuilles des arbres sont
des jardins d’éden > : ce sont des configurations sans prédécesseur.

3Ce terme biblique fait référence 3 la Genése et provient d’une suggestion de Tukey
faite & Moore qui le publira en 1962 [Moo62].
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Sous-configurations, frontiéres et domaines

Nous désignons par *0* (resp. *1*) la configuration ou l'état de toutes les
cellules est & O (resp. 1).

Définition 14. Dans le cas ot d = 1, on appelle sous-configuration tout mot
formé de la suite des états de cellules adjacentes. Une sous-configuration est
un q-domaine si c’est un mot de la forme ¢',i € N*. Une frontiére désigne
une sous-configuration ab telle que a # b. On parle de frontiére 01 (resp. 10)
si ab =01 (resp. si ab = 10).

1.3 Automates cellulaires asynchrones

Nous pouvons maintenant élargir la classe des automates cellulaires syn-
chrones en abandonnant ’hypothése de synchronie des transitions : désor-
mais on ne suppose plus que toutes les cellules sont mises & jour simultané-
ment et on introduit une fonction de mise & jour ou dynamique (“updating
method” dans [SAR99]) qui donne, & chaque pas de temps, ’ensemble des
cellules ol la régle de transition est appliquée.

1.3.1 Asynchronisme

Pour modéliser I’asynchronisme, on utilise I’ensemble M = {0, 1}¥, avec
la convention que 1 représente une mise 4 jour d’une cellule et 0 une absence
de mise & jour de cette cellule. Cet ensemble représente les différentes pos-
sibilités d’appliquer ou non la fonction de transition locale f sur I’ensemble
des cellules de la grille U.

On appelle donc mise @ jour (globale), tout élément m = (m;);cy € M.

Définition 15 (Fonction de transition globale asynchrone). La fonc-
tion de transition globale (asynchrone) est la fonction F : QY x M — QY
qui associe 4 chaque configuration * = (x.)ccyy €t & chaque mise & jour
m = (me)ceu, la configuration y = (yc)ccy telle que :
Yo = f[xm(c)v T 7xvy(c)] s me = 1,
‘ Te sinon.
Nous voyons qu’étant donné qu’une configuration posséde potentielle-
ment plusieurs successeurs, 1'évolution du systéme dynamique dépend & tout

moment du choix de la mise a jour. Si ce choix n’est pas effectué de maniére
déterministe, il n’est plus possible de parler de “cycles” au sens classique
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du terme. Néanmoins, la définition de point fixe donnée dans le paragraphe
précédent implique que si une configuration est un point fixe pour la dy-
namique synchrone, elle est aussi un point fixe pour toute dynamique non
synchrone.

La notion d’orbite perd aussi son sens classique et pour la généraliser, il
devient nécessaire d’associer a une configuration donnée la suite de mises a
jour qui permettent de passer d'une configuration & une autre.

Définition 16 (Histoire). On appelle histoire toute suite de mises a jour
(globales) h = (hy)ien. On note H = MY I’ensemble des histoires.

Définition 17 (Orbite asynchrone associée a une histoire). L orbite
d’une configuration x associée a Uhistoire h = (hy)ien € H est la suite des
configurations h. = (x')ien obtenues par itération récursive de F sur x
selon :

LIZ‘OZCC

xt+1 — F(Q?t,ht)

Ces orbites asynchrones peuvent également étre représentées sous forme
de diagramme espace-temps ; il convient toutefois de noter que de tels dia-
grammes ne représentent qu’une possibilité donnée liée au choix particulier
d’une histoire.

Le systéme dynamique perd alors la propriété d’autonomie puisqu’il dé-
pend d’un facteur externe : la mise & jour. Dans toute la suite, nous sup-
poserons que la mise a jour d’une cellule n’est pas fixée par un agent extérieur
mais par un processus probabiliste interne aux cellules. Il est donc plus ap-
proprié de parler de processus stochastique a temps discret pour qualifier le
systéme dynamique résultant de ce choix. Les notions de probabilités perme-
ttant de modéliser ce probléme sont introduites dans le paragraphe suivant.

1.3.2 Modélisation du processus probabiliste
Définitions de départ

En supposant que ’asynchronisme provient d’un processus non détermin-
iste interne aux cellules, nous introduisons un ensemble abstrait g, qui va
représenter toutes les états possibles du processus interne. Chaque élément w
de Q va donc représenter la réalisation d’une épreuve, i.e., la donnée d’une
suite d’états du processus interne qui permettra de déterminer quelles sont
les cellules & mettre & jour & chaque pas de temps. Dans le cadre de ce tra-
vail, nous laisserons ce processus interne indéterminé. Dans le contexte de la
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physique, on peut par exemple considérer que )y représente ’ensemble des
états d’'un atome instable obsevés & des temps discrets ; en informatique, on
pourra se représenter {)g comme un générateur de nombres pseudo-aléatoires
produisant une suite infinie de nombres décimaux compris entre 0 et 1. Dans
le vocabulaire de la théorie des probabilités, un élément de 2y représente la
réalisation d’une épreuve, i.e., la donnée concréte de la suite des états du
processus interne.

Dans la suite, nous souhaitons modéliser ce qu’il se produit pour des
familles de réalisations d’épreuves. Ces familles de réalisations, ou événe-
ments vont étre représentées sous forme d’ensembles d’éléments de €2, i.e.,
de parties de ). Pour reprendre les deux exemples précédents, de tels événe-
ments peuvent se définir par des énoncés tels que “ il n’y a pas eu de dés-
intégration de ’atome durant les 1000 premiers pas de temps “ ou “ la série
des nombres fournie par le génrateur pseudo-aléatoire ne contient que des
nombres supérieurs & 0.5”.

Afin de permettre d’appliquer les régles élémentaires de logique, on exige
que ’ensemble des événements soit muni d’une structure particuliére appellée
o-algébre ou tribu. Plus formellement :

Définition 18 (Espace probabilisable). Soit Q) un ensemble (fini ou in-
fini), dit ensemble fondamental, muni des opérations de complémentaire, d’u-
nion et d’intersection. Soit A un sous-ensemble de P(2), l’ensemble des par-
ties de Q. Le couple (2, A) forme un espace probabilisable si A est une tribu
(i.e., une famille de parties de Q0 qui contient ) et qui est stable par complé-
mentaire et union dénombrable). Les éléments de A sont appelés événements.

Pour représenter le fait que les différents événements ont plus ou moins
de chance de se produire, on utilise la notion de mesure de probabilité (ou
simplement mesure ou probabilité). Une mesure de probabilité permet de
représenter le “volume relatif” d’un événement par rapport & l’espace des
possibles €)y. Plus formellement :

Définition 19 (Mesure de probabilité). Soit (€2, A) un espace probabil-
isable, une mesure de probabilité ou simplement probabilité est une fonction
P définie sur A a valeurs dans [0, 1] qui vérifie P(Q2) = 1 et qui vérifie la pro-
priété de o-additivité (i.e., la probabilité d’une union dénombrable d’éléments
disjoints de A est égale G la somme des probabilités de ces éléments).

On notera que dans le cas ou € est fini, la mesure P peut se caractériser
par les valeurs qu’elle associe & tout singleton de 2.

Il nous reste & introduire ’outil qui va nous permettre de relier ’espace
mesurable (€2,.4) a d’autres espaces mesurables représentants des grandeurs
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concrétement observables sur les automates cellulaires asynchrones (par ex-
emple une orbite asynchrone, la densité au temps ¢, etc.). Nous introduisons
pour cela la notion de fonction mesurable :

Définition 20 (Fonction mesurable). L’application réciproque X ~! d’une
application X : E — F est une fonction de P(E) dans P(F) qui a toute
partie B de P(F) associe l'ensemble X ~1(B) formé des éléments e de E tels
que leur image soit dans B, i.e., : X (B) ={e € E: X(e) € B} .

Soient (E,E) et (F,F) deux espaces probabilisables, une fonction X :
E — F est dite mesurable si X '(F) est une sous-tribu de E.

Lorsque l’ensemble de départ d’une fonction mesurable représente un
espace muni d'une probabilité, on parlera de variable aléatoire. Lorsque 1'es-
pace d’arrivée de la variable aléatoire est R muni de la tribu des boréliens
B! (i.e., la tribu engendrée par la classe des intervalles de R), on parlera de
variable aléatoire réelle.

On peut remarquer que la donnée d’un espace probabilisé (E, &, P) et
d’une variable aléatoire définie sur (F,F) permet de constuire une loi de
probabilité sur (F,F) selon :

Définition 21 (Loi de probabilité d’une variable aléatoire). Soit
(E,&, P) un espace probabilisé et X : E — F une variable aléatoire définie
sur (F,F), on appelle loi de probabilité de la variable aléatoire X, l’applica-
tion Px définie par :

VB € F, Px(B) = P(X Y(B)).

Intuitivement, cette derniére définition nous indique que tirer aléatoire-
ment dans un ensemble de départ avec une certaine loi de probabilité revient
également, via la variable aléatoire, & tirer aléatoirement dans l’ensemble
d’arrivée avec une autre loi de probabilité.

Mesures particuliéres

Afin de munir I'espace des histoires d’une mesure, nous introduisons les
défintions suivantes :

Définition 22 (Mesure uniforme). Soit Q) un ensemble fondamental fini
et A = P(Q) une tribu associée; on appelle mesure uniforme la mesure
tuni © A — [0, 1] qui vérifie :
1
Yw € Q, Muni{w} = @
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Cette mesure sera utilisée pour tirer aléatoirement une cellule parmi n.

Définition 23 (Mesure de Bernoulli élémentaire). Soit o € [0,1] un
nombre réel, {0, 1} un ensemble fondamental et A = P(2) une tribu associée ;
on appelle mesure de Bernoulli de paramétre o la mesure BL : A — [0,1] qui
vérifie :

=1
Vw e Q, B {w}={" He=s
l—a siw=0.

Cette mesure peut se généraliser sur les mots selon :

Définition 24 (Mesure de Bernoulli sur les mots). Soit o € [0,1] un
nombre réel, n un entier positif et M = {0,1}" un ensemble fondamental et
A = P(Q) une tribu associée; on appelle mesure de Bernoulli de paramétre
a la mesure B : A — [0, 1] qui vérifie :

vw € Q, Bi{w} = [ [ Bi{wi}.
i=1

Nous devons maintenant munir I’ensemble des histoires MY = ({0,1}")N
d’une mesure. On remarque que l’ensemble des parties de MY a la puissance
du continu; il n’est alors plus possible de définir une mesure & partir des
valeurs prises sur les singletons. Pour plus de simplicité, on associe a MY
la tribu A = (P(M))N (et non I'ensemble de ses parties). De cette facon, il
devient possible de définir une mesure en fonction de la valeur qu’elle associe
aux cylindres (i.e., & 'ensemble des histoires ayant un méme début) :

Définition 25 (Mesure uniforme sur les histoires). Soit E un ensemble
fini, EY un ensemble fondamental et A = (P(E))Y une tribu associée ; on
appelle mesure uniforme la mesure pyyi : A — [0, 1] qui vérifie :

Vdw = (dw;)ien € A, funi(dw) = Huuni{dwi}.
=1

Définition 26 (Mesure de Bernoulli sur les histoires). Soit a € [0, 1]
un nombre réel, n un entier positif, M = ({0, 1}")N unensemble fondamen-
tal et A = (P(M))YN une tribu associée ; on appelle mesure de Bernoulli de
paramétre o la mesure By, : A — [0,1] qui vérifie :

Vdw = (dwi)iEN € A, Ba(dw) = HBZ{dwz}
i=1
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On voit d’aprés cette définition que si dw n’est pas un cylindre (i.e., si
lon n’a pas dw; = M & partir d’un certain rang), la mesure associée a dw
est nulle. (On remarquera que les termes de la suite ne peuvent pas tendre
asymptotiquement vers 1).

Dynamiques

Nous appelons dynamigue la mesure qui décrit la facon dont les cellules
sont mises & jour & chaque pas de temps. Une telle définition reste trés
générale et elle n’interdit pas de mettre & jour les cellules selon un ordre
prédéfini (cas dégénéré de l'utilisation d’une probabilité) ou de faire varier
les tirages en fonction du temps. On pourrait par exemple imaginer que la
quantité moyenne de cellules mises & jour décroit de facon exponentielle avec
le temps. Dans la suite, nous excluons cette possibilité et nous supposerons
que la facon dont on tire les cellules ne dépend pas explicitement du temps.
Par analogie avec la terminologie des systémes dynamiques déterministes,
nous dirons qu’une telle dynamique est autonome. Plus formellement :

Définition 27 (Dynamique). On appelle dynamique toute variable aléa-
toire A définie de Qg dans M™. On note A; la variable aléatoire qui associe
la t-iéme coordonnée de A. Une dynamique A est autonome si les Ay sont
des variables aléatoires identiquement distribuées :

Vii,te € N, Atl = AtQ.

En utilisant les mesures de probabilité définies ci-dessus, nous définis-
sons deux types de dynamiques autonomes. La premiére dynamique, dite
dynamique asynchrone stochastique ségquentielle, consiste dans le cas ou U
est fini, & tirer une unique cellule de fagon uniforme dans U. La seconde
dynamique, dite dynamique asynchrone stochastique paralléle, consiste & as-
signer & chaque cellule, de facon indépendante, une probabilité o d’étre mise
a jour. Plus formellement :

Notation 3. On note Mgq = {m € M,|m|; = 1} Uensemble des mises a
jour qui ne contiennent qu’un seul 1.

Définition 28 (Dynamique stochastique séquentielle). Pour U fini,
la dynamique (stochastique) séquentielle est la dynamique autonome, notée
Ageq, dont la loi de probabilité est la mesure uniforme sur MseqN.

Définition 29 (Dynamique asynchrone stochastique paralléle). Nous
désignons par dynamique asynchrone stochastique paralléle ou simplement
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dynamique asynchrone, la dynamique autonome A, dont la loi de probabilité
est une loi de Bernoulli de parameétre . Le parameétre o est appelé taux de
synchronisme et il représente l’espérance du nombre de mises & jour par unité
de temps et par cellule.

Il est & noter que ces deux dynamiques vérifient une condition d’échan-
tillonnage équitable (“fair sampling condition” dans [BCV02]) : & savoir que
toute cellule est mise & jour un nombre infini de fois avec une méme proba-
bilite *.

1.4 Sous-espaces d’automates cellulaires

Une des problématiques principales dans 1’étude des automates cellulaires
est la compréhension du comportement global d'un automate cellulaire & par-
tir de la donnée de sa fonction de transition. Une telle compréhension peut se
faire & ’aide d’outils analytiques ou a ’aide d’expériences numériques. Dans
ce cas, ’ensemble des états ainsi que le voisinage sont fixés et on examine
le comportment de toutes les régles de transitions locales qui peuvent étre
définies. Or, une régle de transition locale est une fonction f: Q¥ — Q et le
nombre d’automates cellulaires définissables & () et v donnés est donc donné
par : #40(|Q|,v) = |Q|I9". Cette fonction étant doublement exponentielle,
il devient rapidement impossible d’examiner expérimentalement toutes les re-
gles possibles. On doit noter que, malgré la restriction au cas binaire |Q| = 2,
cette fonction croit trés rapidement. Par exemple, pour |Q| = 2,v = 5, on
a: #ac(2,5) ~4.10 et pour |Q| =2,v =7, 0n a: #4c(2,7) ~ 3.10%.

Pour limiter le nombre d’automates cellulaires & examiner, on peut ne
s’'intéresser qu’a ceux qui vérifient certaines conditions. On peut par exemple
exiger que (a) 0 soit un état quiescent, ou que (b) la régle soit symétrique par
réflexion, ou que (a) et (b) soient simultanément vérifiées (on parle alors de
régles "légales” [Wol84]). Dans le cas bidimensionnel, il est possible d’ajouter
des conditions de symétrie par rotation aux conditions de symétries axiales.
Dans les paragraphes suivants, nous exposons des propriétés algébriques des
régles de transitions qui permettent de définir des sous-espaces d’automates
cellulaires de taille plus réduite.

“Dans [BCV02], les définitions que prennent les auteurs pour la “fair sampling condi-
tion” ne requiert que la condition chaque cellule soit mise & jour un nombre infini de fois
et non celle de 'équiprobabilité des tirages.
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1.4.1 Propriétés remarquables des automates cellulaires

Nous supposons dans la suite que les états des cellulles sont représentés
par des entiers ou par des entiers éléments d'un groupe fini (i.e., @) est un
sous-ensemble fini de N ou de Z/nZ).

Reégles totalisantes et totalisantes-externes

Définition 30 (Régles totalisantes et totalisantes-externes). Une ré-
gle f est totalisante ("totalistic”) si elle s’exprime en fonction de la somme
des états du voisinage :

3fTOT :N— Q,VC € u?f(Qla"' 7qy) = fTOT( Z Qz)
1€V (c)

Une régle | est totalisante-externe (“outer-totalistic” ou “semi-totalistic”
dans [Gar95]) si sa fonction de transition [ peut s’exprimer en fonction de
l’état de q. de la cellule c et de la somme des états du voisinage sans c :

Ifo-tor : Q xN = QVe €U, f(qr,-++ ) = fo-tor(ge, Y ).
i€V (c)—c

Pour @ = {0, 1}, on code les automates totalisants suivant [PW85] :

W (fror) =Y _ 2 fror(i),
i=0

et

v—1

W(fo-tot) = Z Z 2214 fo_ror(qi).

=0 qe{0,1}

Les automates cellulaires totalisants et totalisants-externes sont invari-
ants par symétrie axiale (droite/gauche et haut/bas en 2D) et par rotation.
On notera TR (resp. OTR) une régle totalisante (resp. totalisante-externe)
de code R.

En deux dimensions, la régle totalisante-externe la plus connue est le
Jeu de la vie (cf. paragraphe 6.2); cette régle porte porte le code 224. Les
automates cellulaires totalisants de rayon 2 seront étudiés dans le para-
graphe 3.2.2.
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Reégles additives

Le concept de régle additive a été introduit dans [MOW84], la monogra-
phie [CCNC97| présente en détail cet ensemble des automates cellulaires en
mettant 'accent sur les applications potentielles.

Définition 31. Une régle f est additive si elle vérifie un “principe de su-
perposition” [Wol84] qui s’écrit :

v

v(Ql?"' 7QI/)€QV7f(q17'” 7qu):ZQZ mod |Q’

1=0

Cette propriété implique que pour |Q| = 2, la fonction globale vérifie
également un principe de superposition sur les configurations :

V(z,2) e Q" x QY F(z ® ') = F(z) @ F(a').

ou @ symbolise 'addition modulo 2 (ici étendue sur les configurations).

Pour ces régles, l'orbite obtenue en partant d’une configuration quel-
conque peut alors étre connue & partir de ’orbite obtenue en partant d’une
configuration comportant une unique cellule dans 1’état 1. En effet, notons
z. avec ¢ € U la configuration ol toutes les cellules de x sont & 1’état 0 sauf
la cellule ¢ qui est & I’état 1. On a alors, en notant U, = {c € U, z, = 1} et
en notant € l’addition modulo 2. :

Vx € Qu,x: @ZC.

ceUy

En appliquant le principe de superposition sur les configurations, il vient :

Vo e QM F(z) = F(EP =)

Cette relation s’étend aux orbites par récurrence et on peut écrire le principe
de superposition sur les orbites : Vo € QY,~, = @cEUz Yz, Comme les z.
sont toutes identiques & décalage prés, on en déduit que la connaissance
d’une seule orbite 7., permet de connaitre ’ensemble des orbites issues des
différentes configurations de ’espace des phases QY.
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L A B C D E F G H
V | 000 | 001 | 100 | 101 | 010 | 011 | 110 | 111
1 1 1 1 0 0 0 0

TAB. 1.1 — Correspondance entre transitions et étiquettes.

1.4.2 Les automates cellulaires élémentaires
Définition et codage

Définition 32 (Automate cellulaire élémentaire). On appellera auto-
mate cellulaire élémentaire (ACE), un automate cellulaire unidimension-
nel & deux états de voisinage de plus proches voisins, i.e., d = 1, V(c) =

{c—1,c,e+1} et f:Q%— Q.

Iy a #4c(2,3) = 22° = 256 automates cellulaires élémentaires et nous
associons & chacun d’eux un nombre entier dans [0, 255] selon la convention

introduite par Wolfram [Wol84]. Une régle f a pour code R(f) :

Notation 4 (Notation des automates cellulaires élémentaires). Dans
la suite, on désigne par R la régle associée au code R.

Cette notation est utilisée de fagon quasi-systématique dans la littérature
consacrée aux automates cellulaires. L’'inconvénient est que la donnée du
nombre entier R(f) permet difficilement de connaitre les propriétés d’une
fonction de transition f puisqu’il faut d’abord traduire ce nombre en binaire
puis associer une transition a chaque bit pour obtenir des informations sur
f. A notre connaissance, la seule déduction directe que ’on peut effectuer
partant du code de Wolfram W est que si W est pair alors 1’état O est
quiescent et si W est supérieur & 128 alors ’état 1 est quiescent. Ceci nous
conduit & introduire une notation “par transitions” qui permet de saisir plus
facilement ’effet de ’application de f sur une configuration quelconque. Nous
associons un nouveau code & f selon le schéma suivant :

Définition 33 (Etiquette). Pour une régle f donnée, une transition agc

est dite neutre si b = d et active si b # d. Soit L la bijection qui associe une
lettre dans {A,--- ,H} a toutes les transitions actives selon la correspondance
du tableau 1.1. La lettre L(V') est appelée étiquette de la transition V. Le
code de transition d’un automate cellulaire élémentaire f est ’ensemble des
étiquettes des transitions actives de f.
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On notera @ I’ensemble vide ; dans notre codage des régles, il correspond
au code de transition de la regle “identité” pour laquelle une cellule garde
toujours son méme état.

Le choix de la correspondance entre les lettres et les transitions est effec-
tué de maniére a faciliter 'interprétation du code de transitions. On peut en
premier lieu remarquer que si le code de transition ne contient pas la lettre A
(resp. H), I’état O (resp. 1) est quiescent. Par ailleurs, on remarquera que les
transitions correspondant aux lettres A, B, C, D (resp. E, F, G,H) concernent
les cellules qui se trouvent dans I’état O (resp. 1). Cela implique par exemple
que si le code de transition d’une régle est un sous-mot de ABCD, le nombre
de 1 ne peut qu’augmenter lors de I’évolution de ’automate. On peut égale-
ment en déduire que si le code de transition d’une régle contient le sous-mot
ABCD (resp. E, F, G,H) alors toute cellule dans l’état O est “instable” dans
le sens ol elle changera d’état si la régle de transition lui est appliquée.

Pour donner un premier exemple d’utilisation de cette notation, con-
sidérons par exemple ’automate dont nous avons vu le diagramme espace-
temps (cf. figure 1.1) et dont la fonction de transition s’écrit : f(a,b,c) =1
si (a,b,¢) = (1,1,1) et f(a,b,c) =0 sinon. Son code de Wolfram est 128 et
son code de transition est EFG.

On peut remarquer d’ores et déja les propriétés suivantes :

— Pour cette régle, les états 0 et 1 sont quiescents.

— La régle ne contient aucune lettre dans ABCD, les cellules a 1’état 0 ne

changent donc jamais d’état (elle sont stables).

— Dans le groupe EFGH, la régle contient les trois lettres EFG mais pas

la lettre H, on en déduit qu’une cellule dans I’état 1 est instable sauf

si elle est entourée de deux cellules dans ’état 1.
Nous voyons alors que la forme du diagramme espace-temps se comprend
facilement : si une cellule est & I’état O au temps ¢, on peut en déduire que
cette cellule, ainsi que ses deux voisines (droite et gauche) seront a ’état 0 au
temps ¢t + 1. Cet état est donc “envahissant” et finit par recouvrir ’ensemble
de 'anneau, on atteint alors le point fixe *0*. Cet exemple est quelque peu
simpliste et permet uniquement de se familiariser avec la notation. Nous
verrons dans la suite d’autres justifications de I’emploi de cette notation, en
particulier dans le chapitre 5 ou les automates cellulaires asynchrones sont
étudiés analytiquement.

Symétries

A tout automate cellulaire élémentaire défini par sa fonction de transition
f, on peut associer les automates cellulaires élémentaires suivants :
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1. fi, la régle réfléchie de f est la regle obtenue en appliquant la symétrie
de réflexion droite/gauche selon :

Y(a,b,c) € Q3, fr(a,b,c) = f(c,b,a).

2. fc,larégle conjuguée de f est la régle obtenue en appliquant la symétrie
de conjugaison 0/1 selon :

v(a’ b7 C) E Q37fC(a7 b? C) = f(aﬂ 576)'

3. frc, la régle réfléchie conjuguée de f est la régle obtenue en composant
les deux symétries précédentes selon :

V(a,b,c) € Q3, fre(a,b,c) = f(C,b,a).

L’obtention des régles réfléchie, conjuguée et réfléchie-conjuguée a par-
tir de la connaissance de ’écriture binaire du code de Wolfram W(f) =
b0b1b2b3b4b5b6b7 se fait selon [LPQO] :

W (fr) = bobababsb1bsb3b7
W(fe) = brbebsbsbzbabibg
W (fre) = brb3bsb1bgbababo

Partant du code de transitions, ’obtention des régles symétriques se fait
en permutant des lettres. Le code de la regle réfléchie s’obtient en échangeant
les lettres B et C (i.e., en transformant les B en C et réciproquement) et
en échangeant les lettres E et F; celui de la régle conjuguée s’obtient en
échangeant les lettres A et H, B et G, C et F, D et E; celui de la régle
réfléchie-conjuguée en combinant ces deux opérations (cf. figure 1.2). Par
exemple, en partant de la régle EFG vue précédemment, on sait que sa régle
réfléechie est EFG (i.e., elle est invariante par réflexion), sa régle conjuguée
est BCD et sa régle réfléchie-conjuguée est également BCD.

On vérifie aisément que les symétries définies au niveau des régles locales
ci-dessus se conservent pour les fonctions de transitions globales associées. 11
est donc inutile d’étudier deux régles différentes qui sont le symétrique 1'une
de l'autre. On définit alors des classes d’équivalence par ces trois symétries,
ce qui permet de partitionner ’espace des automates cellulaires élémentaires
en 88 classes d’équivalence. Nous dirons d’un automate cellulaire élémentaire
qu’il est représentatif minimal (“minimal representative”), s’il porte le code
de Wolfram le plus petit de sa classe d’équivalence. Par la suite, sauf men-
tion contraire, nous ne considérerons que les représentatifs minimaux ce qui
permet de diviser le nombre de régles a examiner par un facteur 256,/88 ~ 3.
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Fi1G. 1.2 — Effet des opérations de symétrie sur le code de transition.

Automates totalement symétriques

Un automate cellulaire élémentaire peut étre invariant par symétrie de
réflexion et par symétrie de conjugaison, dans ce cas, on parlera d’automate
totalement symétrique.

Les automates cellulaires élémentaires totalement symétriques sont au
nombre de huit. Ceci s’explique facilement avec la notation du code de tran-
sition. En effet, si une régle est complétement symétrique, si elle contient
une des deux lettres A ou H (resp. D ou E) alors elle contient nécessaire-
ment AH (resp. DE), et si elle contient une lettre dans BCFG alors elle
contient les quatre lettres. Son code est donc invariant par toute permu-
tation des trois sous-ensembles {A,H}, {B,C,F,G}, {D,E} et on a 2% = 8
possibilités pour construire une régle totalement symétrique. Les codes de
transition respectifs de ces automates cellulaires élémentaires sont : 23 =
ABCFGH, 51 = ABCDEFGH, 77 = AH, 105 = ADEH, 150 = BCFG, 178 =
BCDEFG, 204 = @, 232 = DE. On peut également remarquer que 1’on a :
23 +232 =51+204 = 77+ 178 = 105 + 150 = 255 et ABCFGHUDE =
ABCDEFGH U @ = AH U BCDEFG = ADEH U BCFG = ABCDEFGH. Ces re-
lations peuvent s’expliquer en remarquant que ces couples de regles (f, f7)
sont associées deux a deux par une symétrie de “complémentation” :

Y(a,b,c) € Q*, f'(a,b,c) = f(a,b,c).

On remarquera que contrairement 3 la relation de conjugaison, cette relation
ne “passe pas” du niveau local au niveau global (dans le cas général) et ne
permet pas de définir des classes d’équivalence qui soient pertinentes en
termes de comportement (global) des réegles.
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1.4.3 Awutomates cellulaires élémentaires remarquables

Il est possible de déduire facilement le comportement global de certains
automates cellulaires élémentaires a partir de la donnée de leur régle de
transition locale. Nous examinons ici quelques-uns de ces automates.

Reégles “triviales”

La régle Identité a pour code 204 = & et s'écrit : V(a,b,c) € @3,
fa0a(a,b,c¢) = b. Son application locale consiste a ne rien changer dans une
configuration et toutes les configurations sont donc des points fixes. Son effet
global est donc de laisser les configurations invariantes.

La régle “nulle” a pour code 0 = EFGH et s'écrit : V(a,b,c) € @3,
fo(a,b,c) = 0. Son application locale est de passer l’état de la cellule a
0 et la fonction globale conduit & la configuration nulle en un seul pas de
temps.

La régle d’inversion a pour code 51 = ABCDEFGH et s’écrit : V(a, b, c) €
@3, fs1(a,b,c) = b. Son effet local est d’inverser 1’état d’une cellule indépen-
damment de 1’état des voisines. La fonction globale associée inverse donc les
configurations et conduit & des orbites cycliques de période 2.

Un peu moins trivialement, la régle 170 = BDEG s’écrit : V(a,b,c) €
Q3, fi0(a, b, ¢) = c, et son application locale consiste & dupliquer 1’état d’une
cellule vers la gauche. On la désigne comme le décalage ou shift pour repren-
dre la terminologie anglo-saxonne et on la note o en abrégé. La régle globale
décale les configurations et les configuration étant cycliques, les orbites sont
constituées de la répétition d’un cycle de longueur au plus égale a la taille
de "anneau.

Nous voyons donc que pour ces trois régles, le comportement global peut
étre obtenu par une composition triviale du comportement local. Il s’agit
bien entendu de cas exceptionnels et nous verrons dans la suite que cette
opération de composition simple est impossible dans le cas général.

Reégles additives

Les régles 60, 90 et 150 sont additives et leurs régles locales s’écrivent
respectivement :
Y(a,b,c) € Q3, fso(a,b,c) = a® b,

V(a,b, C) € Q37f90(a7b> C) =adec,
Y(a,b,c) € Q% fis0(a,b,c) =a D bD c.
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i'f o

(a) n =50 (b) n =50

(c) n=064 (d) n =64

FiG. 1.3 — Diagrammes espace-temps de 'automate cellulaire élémentaire
90 en dynamique synchrone. Les diagrammes (a) et (b) sont obtenus pour
n = 50 et les diagrammes (c) et (d) pour n = 64 = 26. A gauche (a) et (c), la
condition initiale comporte une unique cellule & I’état 1. A droite (b) et (d),
la configuration initiale est aléatoire de densité initiale diy; = 1/2. On voit
que 'automate atteint le point fixe *0* avec une condition initiale aléatoire
(a droite) si il atteint *0* pour une condition initiale "monogeéne” (& gauche).
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La régle 90 posséde un comportement global intéressant. En effet, on
montre par récurrence que ’évolution d’une orbite z. (i.e., partant d’une
seule cellule & I’état 1) conduit & la formation du triangle de Pascal modulo
2. En utilisant le principe de superposition sur les configurations (cf. 1.4.1),
on peut en déduire par un calcul simple que pour des anneaux de taille
n = 2,i € N, toute configuration évolue jusqu’'au point fixe *0* en un
nombre d’étapes inférieur ou égal a n/2. Néanmoins, pour des tailles de
grille qui ne sont pas des puissances de 2, cette propriété de nilpotence n’est
plus valable et on doit alors recourir & des outils algébriques plus puissants
pour borner la taille des cycles (cf. [MOWS84| pour une analyse plus précise).
Ces différences de comportement sont illustrées sur la figure 1.3.

Cette régle nous fournit donc un exemple pour lequel le comportement
d’un automate cellulaire peut dépendre fortement de la taille de la grille et
des conditions aux bords. Il sera important de tenir compte de cette remarque
au moment oll nous examinerons les limites des protocoles expérimentaux
(cf. chapitres 3 et 4).

Régles a seuil

Les régles a seuil peuvent étre vues comme des cas particuliers de réseaux
de neurones (cf. [GM91, Gar95| par exemple).

On dira qu’une régle f d’un automate cellulaire élémentaire est a4 sewil
s'il existe quatre entiers a , 3, v et 0 tels que :

1 siaa+pBb+~vc>0

0 sinon.

V(a,b,c) € Q3,f(a, b,c) = {

Lorsque a = v, la régle est alors symétrique et on montre qu’elle converge
nécessairement soit vers un point fixe soit vers un cycle d’ordre 2 [GM91].

La régle 128=EFG est une régle a seuil, son application locale correspond
a faire 'opération ET sur les trois cellules du voisinage. La régle 232=DE
est une autre régle a seuil, elle correspond a la régle du “vote de majorité” :
la cellule prend I’état qui est majoritairement présent dans son voisinage.

Les résultats algébriques obtenus sur ces régles simples sont synthétisés
dans le tableau 1.2.

Il existe d’autres automates cellulaires élémentaires qui ont des propriétés
remarquables : citons par exemple le cas de I’automate cellulaire élémentaire
184 qui a la propriété de conserver le nombre de 1 au cours de son évo-
lution (cf. par exemple [Mar(01]). On peut également, pour quelques autres
automates cellulaires élémentaires, connaitre le comportement global en tra-
vaillant par composition : pour 'automate cellulaire élémentaire 15, par
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W code tr. f(a,b,c) sémantique
0 | EFGH 0 tout converge vers *0*
51 | ABCDEFGH | b inversion
60 | CDGH ad®b regle additive
90 | BCEH adec régle additive
128 | EFG a.b.c régle & seuil
136 | EG b.c régle a seuil
150 | BCFG adbdc régle additive
160 | DEFG a.c identité
232 | DE a.b+ a.c+ b.c | majorité

TaB. 1.2 — Automates cellulaires élémentaires remarquables

exemple, on obtient f(a,b,c) = a et on voit aisément que le comportement
de la régle 15 correspond a la composition (commutative) de la régle d’inver-
sion et du shift 3. Dans le chapitre suivant, nous verrons que le probléme qui
consiste a déduire le comportement global d’un automate cellulaire & partir
de la connaissance du comportement local est difficile dans le cas général.

1.4.4 Restriction au cas fini binaire

Classiquement, les automates cellulaires sont considérés comme évoluant
sur des grilles infinies. Néanmoins, dans une approche ol l'on cherche &
connaitre les propriétés des automates cellulaires par simulation, il devient
nécessaire d’avoir une ensemble fini de cellules. Nous supposerons donc dans
la suite, sauf mention contraire explicite, que les grilles sont finies. Pour éviter
les problémes de bord, nous utiliserons la convention la plus couramment
adoptée qui est la condition de périodicité aux bords : ’ensemble des cellules
U est pris dans Z/nZ en dimension 1 (on a alors un anneau) et dans (Z/nZ)?
en dimension 2 (on a alors un tore) ou n est la taille de ’anneau ou du tore.

Ce travail se concentre également sur le cas binaire ol l’ensemble des
états @) est pris égal & {0,1}. Nous verrons dans le prochain chapitre que
la restriction au cas binaire n’entrave en rien la richesse des comportements
possibles d’'un automate cellulaire. Le cas le plus surprenant est sans doute
illustré par ’automate cellulaire élémentaire 110 dont il est montré qu’il

SLe lecteur désirant en savoir plus sur la composition d’automates cellulaires pourra
se rapporter au travaux relatifs au groupage [Oll02] ainsi qu’a Pouvrage Computational
Analysis of One-Dimensional Cellular Automata [Voo96], de Burton Voorhees dans lequel
Pauteur développe des méthodes algébriques (matricielles) pour I’étude de la composition
des automates cellulaires élémentaires.
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était universel au sens de Turing [Wol02]. La description des travaux qui
cherchent & expliquer le comportement global des automates cellulaires &
partir de la connaissance de leur comportement local fait I’objet du prochain
chapitre.
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Chapitre 2 Etat de 'art

Dans ce chapitre, nous rappelons les résultats importants en rapport
avec nos travaux. Cependant, ce chapitre n’a pas vocation & étre un état
de 'art complet sur les automates cellulaires. Pour une revue plus large,
nous renvoyons le lecteur a [Sar00] et [Pou85, Fat01] pour une présentation
plus historique. Nous commencons par présenter le probléme de la classifi-
cation des automates cellulaires en exposant les classifications empiriques et
théoriques du comportement des automates cellulaires. Ensuite, nous recen-
sons quelques études numériques qui visent & mesurer des valeurs statistiques
définies sur les automates cellulaires. Enfin, nous examinons les études ou
apparaissent une modification du cadre “classique” des automates cellulaires,
en nous attachant plus particuliérement aux perturbations de synchronisme
et de topologie qui seront celles que nous étudierons par la suite.

2.1 Le probléme de la classification des automates
cellulaires

2.1.1 Travaux de Wolfram

Le probléme de la classification des automates cellulaires est posé par
Wolfram en 1984 [Wol84]. Aprés avoir étudié les propriétés statistiques d’au-
tomates simples [Wol83|, Wolfram propose de diviser les automates cellu-
laires selon quatre classes liées & 1’observation empirique des diagrammes
espaces-temps d’une régle donnée. Ces classes sont exposées sur le tableau 2.1.

Classe WI Les diagrammes espace-temps évoluent vers un état
final homogéne

Classe WII | Les diagrammes espace-temps évoluent vers des points
fixes ou vers des cycles

Classe WIII | Les diagrammes espace-temps évoluent de maniére
apériodique
Classe WIV | Les diagrammes espace-temps contiennent des struc-
tures localisées dans 1’espace qui se déplacent sur un
fond régulier

TAB. 2.1 — Classification informelle de Wolfram.
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Un exemple de comportement de classe WI (premiére classe de Wolfram) a
déja été vu dans le chapitre précédent avec la régle 128=EFG (cf. fig. 1.1
page 22). Des exemples typiques de comportements de type classe WII, WIII
et WIV sont illustrés sur la figure 2.1.

Si I'examen visuel des diagrammes que nous présentons montre qu’ef-
fectivement des comportements bien distincts apparaissent, 1’inconvénient
de cette classification est qu’elle laisse de nombreux termes non définis. La
premiére chose & préciser est ce que 'on désigne par “les diagrammes espace-
temps” : Wolfram laisse entendre qu’il s’agit de “presque tous” (“almost all”)
les diagrammes mais sans donner de signification formelle & ce “presque tou-
s”. Il ne précise pas en outre le temps durant lequel ces diagrammes doivent
étre observés. Par ailleurs, la distinction entre diagrammes périodiques et
apériodiques n’est pas non plus fondée théoriquement puisque les configura-
tions sont de taille finie (cf. partie 1.2). Comme le suggérent Li et Packard
[LP90], le critére séparant les automates “périodiques” des automates “chao-
tiques” serait plutot celui d’une périodicité “courte” ou “longue” : la périod-
icité “courte” serait une périodicité constante en fonction de la configuration
initiale alors que la périodicité “longue” serait de type exponentielle en la
taille des configurations. Dans la suite, lorsque nous utiliserons les termes de
comportement “périodique” et “chaotique”, nous I'entendrons au sens de ces
critéres empiriques définis par Wolfram, les guillemets étant 14 pour rappeler
qu’il s’agit de notions informelles.

2.1.2 Les formalisations de la classification de Wolfram

Culik et Yu ont proposé une premiére formalisation de la classification
de Wolfram [CY88|. Elles concernent les configurations “g-finies” : on se
restreint & ’examen des automates ayant un état quiescent! ¢ et on examine
I’ensemble des configurations infinies ayant un nombre fini de cellules dans
un état différent de ¢ (on dit qu’une telle configuration est a support fini).

Les classes de Culik et Yu sont exposées dans le tableau 2.2; elles sont
contenues les unes dans les autres et permettent de formaliser les classes
de Wolfram selon le schéma WI = CY1, WII = CY2\CY1l , WIII =
CY3\CY2\CY1l, WIV = CY4\ CY3\ CY2\ CY1. Nous renvoyons a
[BS00, Mar01] pour une discussion approfondie de cette classification, en
particulier pour savoir a quel point elle apparait comme une “bonne” facon

!Cette hypothése semble “raisonnable” dans la mesure ofi la présence d’un état qui-
escent peut s’interpréter comme ’existence d’un milieu neutre dans lequel 'information
se propage avec une vitesse bornée. Cette vitesse est généralement appelée vitesse de la
lumiére par analogie avec la physique.
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Fig. 2.1 — Diagrammes espace-temps n = 50. (a,b,c) : Exemples d’ACE
“périodiques” (classe WII). (d,e,f) : Exemples d’ACE “chaotiques” (classe
WIII). (g,h,i) : Exemples d’ACE “complexes” (classe WIV). Les automates

utilisent une méme configuration aléatoire de densité 1/2.
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classe | condition d’appartenance

CY1 régles telles que toutes les orbites évoluent vers une configu-
ration homogéne

CY2 | regles telles que toutes les orbites évoluent vers un cycle

CY3 régles telles que étant donnés deux configurations & support
fini z et y, il est décidable de savoir si y appartient & ’orbite
de x

CY4 | toutes les régles

TAB. 2.2 — Classification de Culik et Yu (les automates classés admettent un
état quiescent).

de formaliser la classification de Wolfram. Le résultat principal des travaux
de Culik et Yu est que le probléme de la nilpotence (i.e., 'appartenance a la
classe 1) est indécidable; il en est de méme pour 'appartenance aux classes
2 et 3.

On pourrait penser que 'indécidabilité du probléme tient au fait que les
configurations sont infinies. Or, Sutner [Sut90] montre que le probléme de
savoir si toute configuration circulaire? évolue vers un point fixe est indé-
cidable. Mazoyer et Rapaport [MR99|, montrent, par une réduction a un
probléme de pavages, que le probléme de savoir si toute les configurations
circulaires évoluent vers un méme point fixe unique (i.e., l'existence d'un
attracteur global) est également indécidable.

Il existe de nombreux autres résultats d’indécidabilité sur les automates
cellulaires et on peut méme étre tenté d’affirmer de maniére informelle que
toute propriété “intéressante” sur les automates cellulaires a de fortes chances
d’étre indécidable dans un cas général. Kari [Kar94] énonce, par réduction
au probléme de la nilpotence, que toute propriété non triviale portant sur
les “ensembles limites” (i.e., I’ensemble des configurations qui ont des an-
técédents d’ordre non borné) des automates cellulaires est indécidable sur
Pensemble des automates cellulaires (ce théoréme est analogue au théoréme
de Rice sur les fonctions récursives)?.

2L’ensemble des configurations circulaires est infini.

311 est & noter que des propriétés usuelles telles que linjectivité ou la propriété de
conserver la densité ne sont pas des propriétés qui portent sur “I’ensemble limite”. Par
ailleurs, le théoréme énoncé par Kari, qui s’applique au cas unidimensionnel, ne s’applique
plus dés que 'on restreint le nombre d’états. Les implications de ce théoréme sont donc
limitées ce qui n’empéche pas par ailleurs de continuer & affirmer que les résultats d’indé-
cidabilité sont fréquents dés que I’on examine une propriété non triviale pour un ensemble
d’automates cellulaires suffisamment “grand”.
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2.1.3 Une approche par les systémes dynamiques

En dimension 1, lorsque ’ensemble des cellules considéré est infini, on
peut munir I’ensemble des configurations d’une topologie* simple en utilisant
la “topologie produit” aussi appelée “topologie de Cantor” ou “topologie de
Tychonoff”. La distance entre deux configurations se définit selon [CFM99] :

+oo
1
Vl"ay € QZ,d(.’IJ,y) = Z WdH(xzayl)

ol dyg désigne la distance discréte qui vaut 1 si les deux arguments sont égaux
et 0 sinon. Cette approche permet de donner une caractérisation élégante des
automates cellulaires : ce sont les fonctions continues (pour cette topologie)
qui commutent avec le shift [Hed69] (dans certains cas, cette caractérisation
est prise comme définition des automates cellulaires). On peut alors espérer
transposer les résultats déja connus sur les systémes dynamiques continus
aux cas des automates cellulaires. Le probléme de cette transposition est
qu’elle ne peut s’effectuer directement. En effet, il faut remarquer que cette
topologie est centrée : elle distingue une cellule centrale & partir de laquelle
les poids affectés a chaque cellule décroissent de facon exponentielle. Cela
implique notamment que pour cette topologie le shift est sensible aux con-
ditions initiales®. Il est donc nécessaire d’ajouter des notions plus fortes que
la propriété la sensibilité aux conditions initiales pour définir un automate
cellulaire chaotique : de telles propriétés peuvent porter sur des propriétés
topologiques telles que la compacité ou la densité des orbites dans l'espace
des phases. Plusieurs notions de chaos peuvent alors étre définies. Par exem-
ple [CFM99], un automate cellulaire est chaotique au sens de Devaney s'il est
“régulier” (i.e., I’ensemble de ses points périodiques est dense dans l'espace
des phases) et s’il est “transitif” (i.e., si en partant d’un ouvert quelconque de
I’espace des phases, les images successives de cet ouvert remplissent tout 1’es-
pace des phases). Un automate cellulaire est chaotique au sens de Knudsen
s’il est sensible aux conditions initiales et s’il posséde une orbite qui est dense
dans l'espace des phases. Le lecteur peut se reporter & [CFM99| pour avoir

“Noter que le mot “topologie” est ici utilisé dans le sens d’un ensemble structuré par
une distance, dans la suite il est également utilisé pour désigner la répartition spatiale des
cellules et leurs liens (le contexte fixe ici le sens sans équivoque).

5Ceci est surprenant puisque les diagrammes espace-temps du shift sont trés réguliers.
On peut néanmoins interpréter de la sensibilité aux conditions initiales du shift de la fagon
suivante : cette sensibilité rend compte du fait qu’une perturbation infiniment lointaine,
donc insignifiante, peut se propager jusqu’a atteindre le centre de la configuration et donc
devenir importante.
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classe condition d’appartenance
C1 Vo € Fo,limy, oo I(f™(x)) =0
C2 Vo € Fo,sup,en(f™(2)) < 00
C3 Vo € Fo,sup,en(f™(2)) = 00

TAB. 2.3 — Classification en fonction de la croissance des motifs (Cattaneo
et al.). Cette classification est raffinée dans des sous-classes. Fy représente
I’ensemble des configurations & support fini pour 0.

plus de détails sur ces définitions. Le probléme est qu’il devient alors difficile
de dire en partant d’une table de transition, si un automate est chaotique ou
non. A notre connaissance, les seules régles dont on peut prouver facilement
le caractére chaotique sont les régles non trivialement additives (par exemple
60, 90, 150). En effet, nous avons vu que dans ce cas, toute orbite pouvait
étre décrite comme la somme modulo 2 d’orbites partant d’une unique cellule
a létat 1 (cf. partie 1.4.3). Par conséquent, comme cette orbite “monogene”
est de type “chaotique” (i.e., si elle vérifie les critéres de chaoticité en fonction
de la densité des orbites, de la sensibilité aux conditions initiales, etc.), il en
résulte que les orbites obtenues par des combinaisons linéaires des orbites
monogeénes vérifient également les conditions de chaoticité.

Une autre approche a été proposée par Braga, Cattaneo, Flocchini et
Quaranta Vogliotti [BCFQV95] qui proposent une classification basée sur
I’étude de la “croissance” des configurations. Les auteurs choisissent 0 comme
état quiescent par défaut et examinent 1’évolution des configurations infinies
a support fini (cf. paragraphe précédent). Soit une configuration qui s’écrit
sous la forme (...,0,Zp, Tnt1, e, Tm—1, Tm, 0, ... ), sa longueur étant la quan-
tité [(x) = m —n+ 1, on étudie I’espace des configurations selon la métrique

définie par :
, 0 six=a
d($> €z ) = .
l(x)+1(z") sinon.

Cette métrique permet de classer les automates cellulaires selon le tableau 2.3.

Le point fort de cette classification est que pour les automates cellulaires
éléementaires, I’appartenance des automates dans C1, C2 \ C1, C3 peut étre
décidée uniquement & partir de la connaissance de la fonction de transition.
Néanmoins, 'analyse des résultats montre que ces trois classes ne coincident
que partiellement avec les classes de Wolfram. Les auteurs doivent donc
sous-diviser ces trois classes afin de parvenir & grouper les automates en des
classes homogeénes : dans le cas des 256 automates cellulaires élémentaires, la
classification obtenue posséde un nombre trop élevé de classes et celles-ci ne
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sont méme pas toutes homogeénes en termes de type de diagramme espace-
temps obtenu. En revanche, cette classification a le mérite d’étre fondée
théoriquement et d’étre plus fine que celle de Wolfram. Nous nous appuierons,
dans le chapitre suivant, sur les données de cette classification (fournies dans
la synthése [CFM99]) pour valider nos propres résultats.

2.1.4 L’approche expérimentale

Nous abordons maintenant les travaux qui utilisent les mesures statis-
tiques comme moyen d’étude du comportement des automates cellulaires.

Premiéres mesures statistiques

Dans [Gra83|, Grassberger étudie la régle 18 et montre que son com-
portement peut se réduire a la régle 90 sur des sous-ensembles de cellules
dont la taille augmente avec le temps. Ces sous-ensembles sont constitués de
domaines ol il y a une alternance de 0 et de 1 et qui sont séparés par des
“particules”  qui suivent une marche pseudo-aléatoire. Grassberger montre
expérimentalement que le nombre de ces particules décroit en fonction du
temps en une loi de puissance (t~1/2) caractéristique des marches aléatoires
avec annihilation (“annihilating random walks”). Ce phénoméne est étudié
plus en détail par Crutchfield et Hanson [HC92] qui, en introduisant un
transducteur sur les configurations pour repérer ces “particules”, expliquent
en détail les trajectoires suivies par les particules et la fagon dont se pro-
duisent les collisions.

Autour du “portrait de phase”

Nous avons vu (cf. partie 1.2) que la dynamique d’un automate cellulaire
(de taille finie) était représentée par son “graphe de transition”, ou “portrait
de phase”, qui est la donnée de ’ensemble des attracteurs (i.e., des cycles) et
de leurs bassins d’attractions (i.e., des arbres enracinées sur les cycles). Dans
[Wue99|, Wuensche a proposé une classification automatique de la dynamique
des automates cellulaires & partir de ’analyse statistique des propriétés de ce
graphe. L’idée de cette classification est d’introduire une mesure permettant
de corréler la forme du graphe avec ’aspect des diagrammes espace-temps
produits par ’automate. Un automate dont les arbres sont trés ramifiés et

5Ces particules sont dénommées “kinks” ou méme “solitons” dans la littérature anglo-
saxonne. Une large série de travaux leur est consacrée (cf. [HK95] pour une autre étude
qui mentionne le cas de ’ACE 18).
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de faible longueur est “périodique” et on s’attend a ce qu’il converge rapi-
dement sur un point fixe ou sur un cycle de faible taille. Un automate dont
les arbres sont au contraire peu ramifiés est “chaotique”’ et on s’attend a
ce qu’il converge “lentement”. Wuenche utilise le paramétre G, qui est la
“densité de jardins d’éden” (cf. partie 1.2) comme moyen de discriminer les
automates cellulaires “chaotiques” des automates cellulaires “périodiques” :
G doit croitre plus vite avec la taille des configurations dans le cas d’un
automate périodique que dans le cas d’un automate “chaotique”. Le prob-
léme est que le calcul de G nécessite de savoir calculer de maniére efficace
tous les prédécesseurs d’une configuration jusqu’a atteindre un jardin d’éden.
Wuenche propose alors un algorithme qui permet d’obtenir rapidement, cel-
lule par cellule, tous les prédécesseurs d’une configuration. L’utilisation de cet
algorithme lui permet d’introduire un second paramétre, Z, qui correspond
4 la probabilité qu’une cellule d’un prédécesseur soit entiérement déterminée
lors de I’application de l'algorithme de recherche des prédécesseurs. Les ré-
sultats présentés semblent probants puisque pour des tailles de grilles n = 40
(pour les périodiques) et n = 50 (pour les régles chaotiques), les données pro-
duites par I’auteur semblent confirmer que les paramétres G et Z permettent
de classer les automates cellulaires.

Cependant, on peut remarquer que les critéres de validation des résultats
de ce travail sont assez restreints. D’une part, 'auteur ne valide (visuelle-
ment) ses résultats que sur un petit nombre de régles et d’autre part, les
données statistiques sont obtenues sur un faible nombre d’échantillons (cing
conditions initiales). Le résultat principal de ce travail est que ’on peut iden-
tifier les régles “complexes” comme étant celles dont les parameétres statis-
tiques prennent des valeurs qui sont entre les valeurs obtenues pour les régles
“chaotiques” et les régles “périodiques”. Nous retrouvons donc d’une certaine
facon l'idée que les régles complexes se situent (statistiquement) dans une
transition entre ‘I’ordre” et “le chaos”.

Une autre étude expérimentale qui nous a parue importante est celle
conduite par Sinha et al. [SJ89], oi les auteurs examinent six régles des
soixante-quatre régles totalisantes examinées par Wolfram dans [Wol84]. Les
régles choisies sont classées “chaotiques” ou “complexes” par Wolfram et 1’ex-
amen des statistiques qu’ils obtiennent permet de dégager trois résultats
essentiels :

(a) L’examen exhaustif de paramétres tels que longueurs de cycles et
temps de transition pour toutes les conditions initiales et pour n < 20
ne permet pas de discriminer les automates.

(b) Les propriétés statistiques des automates cellulaires examinés sont
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convergentes pour n tendant vers l'infini.
(c) Pour les régles chaotiques, les temps de transition varient exponen-
tiellement (par exemple pour la régle 742 on mesure Ty, ~ exp(n/N.)
avec N, = 5.6).
Les auteurs proposent également d’examiner la valeur de la corrélation spa-
tiale, qui est un paramétre statistique donné par :

1 to+T 1 n 1 n 2
60 =3 3 |13 et (1304)
t=to+1 i=1 i=1

Cette fonction quantifie la corrélation moyenne (i.e., le caractére “non aléa-
toire”) des états de deux cellules situées a une distance j. Les calculs sont
effectués avec n = 50000, tg = 200 et T = 400. Un résultat intéressant est
que pour la régle 742, on observe que la corrélation spatiale est nulle pour
toute valeur (non-nulle ) de j. Ceci peut étre interprété en disant que cette
régle n’introduit pas d’ordre lors de son évolution : partant d’une configura-
tion aléatoire on reste sur des configurations aléatoires (3 la différence d’une
régle nilpotente par exemple).

Etudes exhaustives

En ce qui concerne les études exhaustives dans lesquelles on examine
toutes les orbites issues de configurations initiales de taille fixe, le travail de
Markus [MHK97] indique qu’il est possible de prendre cette approche pour
des tailles d’anneau n < 30 (en dimension 1). Il utilise le parameétre “HIP”
(pour “high periods”) qui mesure le ratio de configurations dont les orbites
ont une période de longueur supérieure & 1. Les résultats présentés semblent
concluants mais trés partiels (sept automates parmi les régles totalisantes de
rayon 2) et il reste nécessaire d’analyser un plus grand nombre d’automates
pour juger de la fiabilité de la méthode proposée.

Dans [Kan86], Kaneko réalise également des études exhaustives sur les
portraits de phase pour des tailles d’anneaux n < 20. Sa problématique se
situe dans le domaine de la théorie de 'information et consiste & évaluer
les capacités des automates cellulaires & stocker de l'information. L'informa-
tion est ici représentée sous la forme d’un attracteur et I'auteur examine les
capacités d’une régle & résister a l'ajout de bruit, en 'occurrence & rester
dans le méme attracteur. Cette étude permet d’introduire une mesure de
complexité Cp quantifiant la complexité de la distribution des bassins d’at-
traction : Cp = — ) b;Inb; ou b; est le ratio du nombre de configurations
de l'attracteur ¢ sur le nombre total d’attracteurs. Kaneko introduit d’autres
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mesures de complexité similaires & C'p basées sur les sauts entre attracteurs
dis au bruit et il montre alors que :

(i) Pour les régles de classe WI, les mesures de complexité tendent rapi-

dement vers 0 (avec n — 00).

(ii) Pour les reégles de classe WII, les mesures de complexité varient de

maniére linéaire.

(iii) Pour les regles de classe WIII, les mesures de complexité aug-

mentent “lentement” et de maniére irréguliére.

(iv) Pour les regles de classe WIV, les mesures de complexité augmentent

“rapidement” et de maniére irréguliére.
Ainsi, les régles de la classe WIV semblent exhiber un comportement “hy-
bride” : elles possédent des traits communs & chaque classe et on observe
notamment que la taille du bassin d’attraction de *0* (pour les régles O-
quiescentes) est importante relativement aux autres attracteurs. Nous revien-
drons sur cette observation au moment d’analyser nos résultats concernant
la dynamique synchrone (cf. partie 3.2.1).

Langton a tenté de relier cette classification & un parameétre calculé a
partir de la table de transition, le parameétre A, qui est le ratio de transitions
qui ne ménent pas & un état quiescent donné. En fixant A et en choisissant
des régles construites de fagon aléatoire (a A fixé), Langton remarque que la
classe de Wolfram change en fonction de A [LPL90] : on remarque qu’au fur a
mesure que A augmente, les régles choisies ont tendance & étre WI puis WII
(périodicité), passent par un comportement de type WIV, puis deviennent
WIII (chaotiques). Langton émet ainsi I’hypothése que les régles complexes
sont, dans un espace des régles paramétré par A et éventuellement d’autres
paramétres, a la frontiére entre le comportement “ordonné” et le comporte-
ment “chaotique”. Cette évolution est décrite dans le tableau 2.4, obtenu
par Illachinski pour des automates cellulaires définis avec un nombre d’états
|Q| = 4, un voisinage de rayon r = 4 et une taille des configurations n = 128.
Malheureusement, les études détaillées automate par automate montrent que
ce paramétre ne se révéle que partiellement pertinent pour étayer la thése
du “bord du chaos” (“edge of chaos”) selon laquelle les régles complexes sont
celles qui se situent & la frontiére entre I'ordre et le chaos [Lan90]. Plusieurs
auteurs tenteront de compléter la description des changements de phase
dans I’espace des automates cellulaires en ajoutant au paramétre A d’autres
paramétres (cf. par exemple [SKS04]) sans pour autant parvenir & des ré-
sultats probants. Dubacq, Durand et Formenti [DDF01] montrent que tout
paramétre de classification récursivement calulable ne saurait étre “optimal”,
au sens ol, asymptotiquement, toutes les régles classées comme complexes
pour ce parameétre le sont aussi pour les autres parameétres. La conséquence
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comportement

<0.10

un point fixe homogeéne est atteint en quelques pas de
temps

~ 0.20

le temps de transition augmente et des structures péri-
odiques apparaissent

~ 0.25

les temps de transition continuent & augmenter, les
attracteurs atteint sont des cycles ou des points fixes
selon la condition initiale

~ 0.35

les temps de transition augmentent de maniére signi-
ficative, des structure périodiques plus complexes ap-
paraissent

~ 0.45

le temps de transition augmentent et le comportement
de ’automate devient de plus en plus complexe

~ 0.55

les temps de transition deviennent tellement longs que
le systéme semble atteindre un état stationnaire “chao-
tique” dans lequel les configurations changent mais les
caractéristiques statistiques restent constantes

> 0.70

I'état stationnaire chaotique est atteint aprés quelques
pas

TAB. 2.4 — Description qualitative du comportement d’un automate cellulaire
en fonction de A. Les résultats obtenus correspondent & une expérience menée
avec un nombre d’états |Q)] = 4, un voisinage de rayon r = 4 et une taille

Travaux de Langton

des configurations n = 128 (d’aprés [I1101]).
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est qu'un parametre récursif posséde nécessairement un ensemble de regles
sur lequel sa classification est “erronée”.

Dans [LP90], les auteurs utilisent une classification en cinq catégories :
nilpotents, points fixes, périodiques, “localement chaotiques” (26, 73, 154),
chaotiques. Cette classification est raffinée dans [Li92] ou la classe des péri-
odiques est subdivisée selon la périodicité (les régles périodiques de période
supérieure ou égale a 3 sont les ACE 26, 41, 73, 62, 94, 154).

Transitoires

On trouve peu d’études portant sur les transitoires. Gutowitz [Gut91],
en se limitant a quatre régles (ACE 22, 30, 54 et T20) et & des tailles
d’anneau n maximales de 33, 87,185,700 a mesuré des temps de transition
égaux 2 2.10%,8.10%,4.10°, 7.10%. En faisant varier la taille des configurations,
il constate que les longueurs des transitoires varient de facon exponentielle
pour les trois régles chaotiques 22, 30, 54 et comme une loi de puissance
(“power-law”) pour la régle T20. Les statistiques sont réalisées avec 150 con-
ditions initiales et Gutowitz remarque qu’il y a un compromis entre la taille
de I'anneau et le nombre de conditions initiales que ’on peut considérer.

Il est & noter que ces temps de transitoire correspondent aux longueurs
des arbres dans les portraits de phase; en ce qui concerne les quantités statis-
tiques (la densité par exemple) les temps de transitoire sont en général bien
plus courts. Cette distinction entre les deux transitoires apparait de facon
claire dans [GH90], couplée avec 'idée importante qu’il est nécessaire de
choisir les configurations initiales en fonction de leur densité.

Nous voyons donc que 1’étude expérimentale du comportement des au-
tomates cellulaires est en général difficile. Pour des raisons pratiques, il est
important de restreindre son domaine d’étude : on doit décider si ’on exam-
ine une régle, quelques régles ou tout un ensemble de régles. Par ailleurs, il
faut également choisir quelles sont les conditions initiales (étude exhaustive
ou tirage aléatoire). Enfin, la difficulté essentielle réside dans le choix des
paramétres que ’on mesure lors de 1’évolution de ’automate.

2.2 Le probléme de la robustesse & I’asynchronisme
L’objet de cette partie est d’examiner les travaux qui ont été conduits

autour du concept “robustesse & l’asynchronisme” d’un automate cellulaire.

La premiére étude sur cette question est, & notre connaissance, effectué
par Ingerson et Buvel en 1984 dans [T.E84] :
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“(...) Cellular automata exhibit such remarkable self-organization
that it is certainly tempting to consider the possibility that they
may be a valid model for real-world systems, such as the growth
of biological organisms, crystals, snowflakes, etc. However, one
commonly made assumption about these systems is that the cells
iterate synchronously. We wanted to estimate how much of the in-
teresting behavior of cellular automata comes from synchronous
modeling and how much is intrinsic to the iteration process.” 7

Les auteurs réalisent des expériences numériques sur les automates cellu-
laires élémentaires et montrent qu’en faisant varier le processus d’itération,
on observe pour certaines régles des changements de comportement impor-
tants alors qu’il existe d’autres régles dont le comportement est peu affecté.
L’étude est néanmoins purement qualitative et les auteurs ne proposent pas
de méthode systématique pour évaluer les changements de comportement.

En 1993, Huberman et Glance relancent la question de 1’étude de la ro-
bustesse en étudiant une variante spatiale de modéle du “dilemme du prison-
nier” [HG93|. Dans cette variante de I’exemple paradigmatique de la théorie
des jeux, les joueurs sont disposés sur une grille carrée et jouent “sans mé-
moire ni stratégie”|NM92|. Les auteurs de cette étude critiquent les résultats
obtenus avec le modéle classique en arguant du fait que le modéle spatial
ne peut étre réaliste puisqu’il suppose que les joueurs mettent a jour leur
état de facon synchrone. Ils montrent que si cette hypothése est relachée, les
observations premiéres ne se retrouvent plus.

Etudes en rapport avec la biologie

En 1994, Bersini et Detours étudient une version asynchrone du Jeu de
la Vie [BD94]. Cet article est fondamental puisqu’il montre clairement un
changement de phase (méme si le mot n’est pas employé) qui survient avec
la modification dynamique synchrone / dynamique asynchrone. Les auteurs
partent du constat que deux modéles aux regles d’évolution trés similaires, a
savoir de Jeu de la Vie et 'ITmmune Network Model (INM), peuvent produire
des dynamiques radicalement différents. Pour comprendre ce changement, les

"Les automates cellulaires font apparaitre des propriétés d’auto-organisation si remar-
quables qu’il est certainement tentant de considérer la possibilité pour qu’ils soient un
modéle valable pour des systémes issus du monde réel, tels que ceux qui décrivent la
croissance d’organismes biologiques, des cristaux, des flocons de neige, etc. Cependant,
une hypothése communément admise pour es systémes est que les cellules sont itérées de
facon synchrone. Nous avons voulu estimer dans quelle mesure le comportement intéres-
sant des automates cellulaires provient de la modélisation synchrone et dans quelle mesure
il provient du comportement intrinséque du modéle. (traduction personnelle)
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auteurs se demandent quelle est le facteur clé qui expliquerait la différence
entre les deux modéles : le voisinage gaussien, la non-localité de la fonction de
transition ou I’asynchronisme dans la mise & jour. Ils étudient alors différentes
versions du Jeu de la Vie et observent que le passage d'un comportement de
type classe WIV (caractérisé par de longues transitoires) & un comportement
de type classe WI se fait au moment du changement du type de mise a jour.
Ils concluent leur article sur "importance & donner & ce type d’études : si tous
les automates cellulaires intéressants (type classe WIV) sont non robustes
alors on est en droit de s’interroger sur la validité des modéles.

Des questions similaires seront évoquées dans le travail de Stark et Hugues
qui mettent en relation la question du comportement “réel” des tissus bi-
ologiques et leurs descriptions possibles par des automates synchrones et
asynchrones [SHOO0]. Ils considérent un probléme fondamental dans 1’étude
de la morphogenése qui est celui de ’explication du développement de motifs
réguliers dans un milieu de cellules. Turing, en 1952 [Tur52], avait proposé
une solution mettant en jeu la diffusion et la réaction de morphogénes dans
un milieu continu mais ce modéle peut étre critiqué a juste titre sur le fait
que les milieux biologiques réels ne sont pas continus et sont constituées de
cellules qui évoluent de maniére asynchrone. Aussi proposent-ils un auto-
mate cellulaire asynchrone qui résout ce “probléme des taches de léopard de
Turing”, a savoir 'obtention d’une structure spatialement périodique par des
mécanismes de réaction-diffusion.

Etudes quantitatives

Nous trouvons une des premiéres études quantitatives de la robustesse
par rapport & la dynamique de mise & jour dans le travail de Schonfisch et
de Roos effectué en 1999 [SAR99|. Les auteurs étudient différentes types de
fonctions de mise & jour et montrent qu’une des données clés pour compren-
dre le type de dépendance par rapport & la mise & jour est la corrélation
entre I’arrangement spatial des cellules et 'ordre de mise & jour des cellules.
Un exemple typique est fourni par la mise & jour en ligne des cellules : il est
clair que ce type de mise & jour introduit des comportements non représen-
tatifs de I’évolution synchrone (ou asynchrone aléatoire) d’un automate. Les
auteurs montrent que la seule fagon d’éviter ces corrélations est d’utiliser
des fonctions de mise & jour qui n’utilisent pas 'information de position des
cellules. C’est ce que nous ferons dans la suite de ce travail.

Pour compléter ce tour d’horizon relatif & 1’asynchronisme, notons que
les automates cellulaires asynchrones peuvent étre placés dans le cadre plus
général des automates cellulaires probabilistes. Dans ce dernier modéle, les
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transitions sont toutes des fonctions aléatoires, ce qui permet de modéliser
autant la notion d’asynchronisme que la notion de bruit, voire de grouper
les deux (cf. [Kan94, RZ02] par exemple). Le cadre des automates cellu-
laires probabilistes permet de poser des problémes différents : on se demande
par exemple s’il existe des distributions stationnaires (cf. [Lou02]) ou si des
propriétés existantes dans les automates cellulaires classiques se retrouvent
encore dans les modeles probabilistes (cf. [Gac03, Fuk04, APL04]).

2.3 Modifications de topologie

En ce qui concerne les modifications de topologie dans les automates cel-
lulaires, il existe & notre connaissance trés peu de travaux qui abordent cette
question sous l’angle de la robustesse. Schonfisch [Sch97] a étudié comment
des motifs isotropes se développent dans des automates cellulaires bidimen-
sionnels définis avec des régles & seuil. Elle montre que la meilleure facon
d’obtenir une propagation isotrope d’un motif consiste a utiliser des graphes
deéfinis en plagant les cellules de fagon aléatoire (uniforme) dans une portion
de plan euclidien en évitant que deux cellules ne soient situées & moins d’une
distance d fixée arbitrairement. Le voisinage d’une cellule est alors défini
comme ’ensemble des cellules situées & une distance d > d et § est choisi
de maniére a ce que la taille moyenne des voisinages soit égale & 9 pour
comparer avec les voisinage de Moore 8.

On trouvera également des modifications de topologie dans la notion
“d’automate cellulaire structurellement dynamique” (“structurally dynamic
cellular automata” qui a été développée par Halpern et Illachinski [Majo4,
TH87, 11101]). Dans ce modéle, le graphe sous-jacent de l’automate cellulaire
évolue en fonction d'une méta-régle qui utilise 1’état des cellules et de leur
voisinage.

On trouve également dans la monographie d’Illachinski [I1101] des pistes
de recherche prometteuses sur les automates cellulaires avec topologie per-
turbée. Pour des automates cellulaires binaires unidimensionnels, 1’auteur
utilise des “combinaisons linéaires stochastiques” de voisinages de rayon r
et » + 1 afin de définir des voisinages & rayon non entier. De fagon assez
surprenante, il montre qu’il est possible d’isoler des régles qui ont un com-
portement “simple” (i.e., “chaotique” ou “périodique”) pour des valeurs de
rayon r entiéres et un comportement “plus complexe” pour des rayons non

8Cette facon de construire un graphe non régulier est trés proche du protocole défini
par Markus dans les travaux sur la réaction-diffusion [MH90, MS92|. Néanmoins, 'auteure
affirme que les manipulations mathématiques sont plus aisées avec sa méthode.
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entiers.

Enfin, citons également les travaux de Serra et Villani [SV02] qui ont
défini leur étude comme un probléme de robustesse : ils étudient la régle
de majorité avec un graphe qui est perturbé en fonction d’un algorithme de
type “petit monde” : on parcourt le graphe des liaisons entre cellules et on
redirige un lien d’une cellule vers sa voisine sur une autre cellule choisie aléa-
toirement. Les auteurs montrent que le comportement d’un automate varie
fortement en fonction de la probabilité avec laquelle les liens sont redirigés :
en particulier ils notent que les temps de transitoires vers un point fixe s’al-
longent considérablement alors que le nombre d’attracteurs que le systéme
peut atteindre se réduit fortement. Notons néanmoins que contrairement au
cas qui va nou sintéresser dans ce travail, la régle de transition n’est plus
locale puisque le rayon du voisinage n’est plus borné & ’avance.

2.4 Position de notre travail par rapport aux autres
travaux

Cet apercu des travaux existants sur les automates cellulaires nous per-
met de définir les limites dans lesquelles se situe notre travail.

Dans un premier temps nous privilégierons une approche expérimentale.
En effet, les travaux théoriques (Culik, Yu, Kari, Sutner, Mazoyer, Rapaport
et al.) qui ont été conduits dans le cadre de la théorie de la complexité al-
gorithmique permettent de bien montrer que des problémes simples tels que
I’arrét de l'automate sur un point fixe, homogéne ou non, pour des configu-
rations infinies ou circulaires (de taille non bornée), sont indécidables. Quant
aux travaux théoriques conduits dans le cadre de la théorie topologique des
systémes dynamiques (Cattaneo et al.), nous avons vu que le principal incon-
vénient résidait dans I’emploi d’une topologie centrée qui obligeait & raffiner
la notion de chaos et ne permettait pas & notre sens de décider simplement si
un automate était chaotique ou non. Il nous parait donc préférable d’abor-
der notre étude de la robustesse sous un angle expérimental, afin de disposer
d’une premiére classification qui, bien qu’empirique, nous permette de com-
mencer 3 travailler sur ce probléme.

Pour que nos expériences soient aussi fiables que possible, nous les con-
duirons sur des échantillons aussi grands que possible. Nous verrons en par-
ticulier que nos protocoles seront appliqués & I’ensemble des automates cel-
lulaires élémentaires (cas synchrone et asynchrone) et & toutes les régles
totalisantes de rayon r = 2 qui sont 0-quiescentes (cas synchrone). Ceci per-
mettra d’éviter de “choisir” uniquement les régles qui valident les résultats.
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En ce qui concerne les conditions initiales, nous avons préféré tirer aléa-
toirement un nombre restreint de configurations plutét que d’examiner ex-
haustivement ’ensemble des conditions initiales. En effet, I’approche exhaus-
tive ne peut étre utilisée que pour des grilles de faible taille et risque de pro-
duire des résultats qui ne représentent pas le comportement “limite” qu’on
attend pour des tailles de plus en plus grandes. Pour varier le type de condi-
tion initiale, nous choisirons de les tirer avec des densités initiales différentes.

Dans la suite, nous choisirons toujours ’approche statistique pour étudier
les configurations et la notion de “comportement” sera définie dans un sens
macroscopique. Ceci sera vrai pour la définition des “transitoires” : nous
avons vu que la notion de “comportement transitoire” peut s’entendre soit
comme le temps pris pour un automate pour entrer dans un cycle, soit
comme le temps qu'il met pour atteindre un état stationnaire (ou les valeurs
des paramétres macroscopiques ne varient pas). Notre choix de paramétre
macroscopique s’est porté sur 'utilisation de la densité. L’idée premiére pour
son utilisation est qu’il s’agit 14 d’un paramétre trés simple dont le calcul
demande peu de temps pour une machine. Bien qu’il soit intéressant de
croiser les données obtenues avec la densité avec celles qui sont obtenues
avec d’autres paramétres, nous nous avons préféré, pour des raison de co-
hérence, nous limiter & la seule étude de la densité tout au long de ce travail.

Lorsque nous aborderons la question de I’étude expérimentale de ’asyn-
chronisme, nous utiliserons une approche similaire & celle adoptée par les
auteurs cités (Ingerson, Buvel, Bersini, Detours et al.). Néanmoins, nous ne
nous limiterons pas a la seule description des phénoménes que nous obser-
vons et nous en donnerons, lorsque cela est possible, une explication plus
détaillée.
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Chapitre ?) Etude de la
dynamique synchrone

a ’aide du parameétre

densité

Une condition préalable a 1’étude des changements de comportement d’un
automate cellulaire est, bien entendu, de savoir évaluer ce comportement. Le
chapitre précédent nous a montré toutes les difficultés de cette entreprise.
Nous avons vu en particulier que plusieurs approches expérimentales butaient
sur le probléme de la validation des résultats : cette validation s’effectue
généralement sur un petit nombre de régles et devient vite impraticable sur
un grand nombre de régles en raison de temps de calcul trop longs.

Nous présentons dans ce chapitre une facon d’aborder ce probléme qui se
base sur I’étude des variations statistiques du paramétre densité. La premiére
partie décrit le protocole expérimental que nous utilisons et la seconde partie
est consacrée a la présentation des résultats et a leur vérification. Nous nous
limitons ici & I’étude du cas de la dynamique synchrone qui a été le plus
largement étudié, I’étude du cas de la dynamique asynchrone faisant 1’objet
du prochain chapitre.

3.1 Construction d’un protocole expérimental

Nous commencons tout d’abord par examiner les différentes possibilités
qui s’offrent & nous pour procéder & une analyse expérimentale du com-
portement d’un automate cellulaire. Ensuite, nous exposons le protocole de
classification du comportement synchrone d’un automate cellulaire.

3.1.1 Choix du domaine d’observation
Choix de la taille des configurations

Nous avons vu dans la partie 1.2 que I'ensemble des orbites d’un auto-
mate cellulaire peut étre entiérement caractérisé par son “graphe de transi-
tion” (ou “portrait de phase”). Cependant, le calcul exhaustif de ce graphe
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Echantillonage

A

Transitoire

¥

FiG. 3.1 — Temps de transitoire Ti, et d’échantillonnage Teep,.

a 2" sommets devient vite impraticable pour des tailles n > 30. Les études
dont nous disposons qui ont été conduites sur des tailles inférieures & n = 30
(cf. partie 2.1.4) aboutissent & des résultats contradictoires : certains au-
teurs laissent penser que ’on peut tirer des conclusions sur le comportement
asymptotique d’une régle pour des faibles tailles de grille (cf. les travaux de
Wolfram, Wuenche, Markus et al. [Wol83, Wol84, WL92, Wue99, MHK97])
alors que d’autres travaux disent explicitement le contraire (cf. [SJ89] par
exemple).

Par prudence, il nous semble préférable de travailler sur des tailles de
grille qui soient au moins supérieures & n = 50. L’examen exhaustif de toutes
les conditions initiales étant trop long, on contourne le probléme en réalisant
un échantillonnage des conditions initiales. On part alors d’une configuration
initiale choisie au hasard et on calcule entierement 1’orbite générée par cette
configuration. Le probléme est que la longueur d’une orbite pouvant étre
elle-méme de taille exponentielle, ’opération d’échantillonnage peut alors
ne pas étre suffisante. De plus, il faut noter que notre objectif n’est pas de
connaitre les tailles des cycles et le temps pour entrer dans un cycle comme
c’est souvent le cas, mais d’obtenir une condition bien plus faible qui est
de savoir si ’automate a atteint un état stationnaire pour lequel les valeurs
statistiques ne varient plus (cf. la discussion a la fin du chapitre précédent).

Choix des constantes T;, et T,

Dans ce cas, il peut étre intéressant de se limiter & ’examen d’une por-
tion fixe des orbites : cette portion est obtenue en faisant évoluer 'automate
durant un temps 7T}, appelé temps de transitoire; et en mesurant la valeur
d’un ou plusieurs parameétres durant un temps T, dit temps d’échantillon-
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nage (cf. fig. 3.1). Il est & noter que le “temps de transitoire” tel que nous le
définissons ici, correspond & une constante fixe du protocole et ne correspond
pas nécessairement au temps réel que met I’automate pour atteindre un état
stationnaire. Pour que les observations soient représentatives, on doit donc
choisir une valeur de T;, telle que 'automate atteigne effectivement un état
stationnaire et une valeur de T, qui permette d’avoir une mesure représen-
tative de cet état stationnaire.

En toute rigueur, il conviendrait méme d’adapter les valeurs de T}, et Ticp
& chaque régle analysée. Le probléme est que ’on ne dispose que de trés peu
de données théoriques ou expérimentales concernant les valeurs attendues des
transitoires réelles d’'un automate cellulaire. Aussi, pour plus de simplicité
dans I'application de nos algorithmes, nous prendrons une unique valeur de
ces deux parameétres pour toutes les régles examinées. Ces valeurs seront
ajustées expérimentalement jusqu’a assurer la stabilité des résultats.

3.1.2 Le paramétre densité

L’analyse des orbites étant restreinte a des portions fixes, nous proposons
d’estimer la “variabilité” existant au sein de cette portion comme moyen de
classer les orbites selon un critére “régulier” ou “chaotique”. On s’attend en
effet & ce que, sur un temps d’échantillonnage donné, une orbite de type
“périodique” contienne un faible nombre de configurations différentes, et
qu’a l'inverse, une orbite de type “chaotique” contienne un grand nombre
de configurations différentes. Pour estimer cette “variabilité” au sein d’une
orbite, on doit disposer d’une distance entre configurations qui permette de
quantifier & quel point un ensemble de configurations contient des éléments
“éloignés” les uns des autres.

Une premiére possibilité pour quantifier la différence entre configurations
consiste & prendre les configurations deux & deux et & compter le nombre de
cellules ayant un état différent. Ceci correspond, dans le cas de configurations
unidimensionnelles infinies & 1'utilisation de la pseudo-distance de Besicovitch
définie dans [Cer(2] :

AW (T rns Y—n:
Vo,y € 29, dp(z,y) = hﬁlisiip h(x2;'”+’?; nin)

ol Z_n.y désigne la sous-configuration de x comprise entre les indices —n et
n et ol Ay, désigne la distance de Hamming entre deux sous-configurations
(i.e., le nombre d’indices pour lesquels les valeurs des cellules différent).
D’un point de vue macroscopique, cette distance ne pourra ici convenir
puisqu’elle conduit & associer une distance non-nulle & une configuration x
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et sa configuration décalée o(z) alors que 'on souhaite dire que ces deux
configurations sont & distance nulle.

Une seconde possibilité consiste & quotienter la distance par décalage
comme il a été proposé par Flocchini et Geurts [GF96] mais on remarquera
que d’un point de vue pratique, cette opération nécessite un temps de cal-
cul non négligeable; et que d’un point de vue théorique, elle peut paraitre
totalement ad hoc.

C’est ce qui nous a amené & proposer de comparer les différentes densités
contenues dans un ensemble de configurations pour estimer la “variabilité”
de cet ensemble. On appelle ainsi d-spectre le nombre de densités différentes
atteintes dans une portion d’orbite. L’avantage principal de ce paramétre
est d’une part qu’il est invariant par décalage et que d’autre part le temps
de calcul nécessaire pour I’évaluer est linéaire en fonction de la taille des
configurations et sur un nombre de configurations & examiner.

Il est clair que la densité étant une moyenne, son utilisation ne four-
nit qu’une premiére approximation de la variabilité réelle existant au sein
d’une portion d’orbite. Dans la suite, par souci de rapidité et de simplicité,
nous nous limiterons & l'utilisation de ce seul parameétre pour réaliser nos
expériences numériques. On remarquera que dans les cas ou 'utilisation de
la densité est insuffisante, les mesures peuvent se raffiner en comptant non
pas seulement le nombre de 1 mais en dénombrant le nombre de tous les
sous-mots de longueur 2 (00, 01, 10, 11); voire de tous les sous-mots de
longueur k quelconque. Cette démarche est nécessaire dans le cas des régles
ol la densité est conservée : le d-spectre de toute orbite est alors toujours
égal a 1 et aucune information en peut étre obtenue sur le comportement réel
de 'automate. Il est & noter que la propriété de conservation de la densité
est décidable (cf. [Mor03, MBGO04]). Pour le sous-ensemble des automates
cellulaires élémentaires, il correspond aux classes d’équivalence des régles
204 (identité), 170 (le shift) et de 184 dont la dynamique est connue et
correspondent effectivement & des régles qui évoluent vers un comportement
simple (invariant par translation). Nous allons donc par la suite examiner
si I'étude de la densité pour les régles qui ne conservent pas la densité per-
met effectivement de discriminer les comportements de type “périodique” ou
“chaotique”.

3.1.3 Choix des conditions initiales

Le choix du paramétre de mesure étant effectué, il nous reste a déterminer
comment échantillonner les conditions initiales.

Définition 34 (densité initiale). Soit diy; € [0, 1] un réel; on apelle obten-
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tion de configuration initiale de densité diy; , l’opération qui consiste a échan-
tillonner une configuration dans QY avec une loi de Bernoulli de paramétre
dini.-

Le choix le plus simple consiste & prendre la mesure uniforme gy, qui
associe la méme probabilité d’étre tirée & toutes les configurations de QY.
Néanmoins, la mesure uniforme peut ne pas étre représentative du point
de vue des densités. En effet, la distribution des densités est une courbe
binomiale qui tend vers une gaussienne centrée sur d = 1/2 pour des grandes
tailles de grille n. La majorité des configurations échantillonnées aura donc
une densité proche de d = 1/2 et 'on peut dire que “visuellement”, elles
seront quasiment toutes semblables.

On peut donc ne pas vouloir choisir uniformément dans I’ensemble des
configurations mais uniformément dans un intervalle donné de densités D.
Dans ce cas, on contruit I’ensemble des conditions initiales, en découpant
I'intervalle D par pas réguliers en un ensemble discret {dy,ds, - ,dx} et en
associant a chaque élément d; de D une configuration initiale de densité d;.

Si D est assez grand, on obtient des configurations plus variées que celles
d’un échantillonnage uniforme (du point de vue de la densité) et on peut
ainsi estimer le comportement de la régle étudiée de facon plus précise.

L’algorithme de classification que nous proposons est donc caractérisé
par trois choix :

— L’examen de portions d’orbites;

— l'utilisation du paramétre d-spectre, qui utilise la densité des configu-

rations;

— D’échantillonnage d’un nombre restreint de configurations initiales.
La question que nous examinons maintenant est de savoir si ces choix, qui
sont tous générateurs d’'une perte d’information, conduisent a des résultats
qui peuvent se valider en fonction des travaux déja existants.

3.1.4 Définition du protocole expérimental

Notation 5. On notera [Tmin, Tmax|(Zstp) U'intervalle discret correspondant
a Uensemble {Zmin, Tmin + Tstp,  ** » Tmax }- Dans la suite, Tmin, Tmax €t Tstp
représentent respectivement les valeurs minimale, maximale et le pas de vari-
ation d’un parameétre donné.

Dans tout ce chapitre, afin de ne pas surcharger les notations, on supposera
que la régle f & étudier, ainsi que les valeurs de n , Ti; et Tecn, sont fixées.
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Définition 35 (d-spectre). Pour toute configuration x de E, on appelle
d-spectre de x le nombre 7(x) défini par :

T(x) = Hd(z), 2 € v ([Ttr, Ter + Teen]) 3|,
ou d(x) désigne la densité d’une configuration = (cf. définition 7).

Définition 36 (Distribution et intervalle spectraux). L’ensemble T; =
{7(¢i),ci € I} composé des d-spectres des éléments de I, est appelé distribu-
tion spectrale de l’automate et nous appelons intervalle spectral le plus petit
intervalle qui contient la distribution spectrale.

L’idée centrale de notre classification est que, contrairement & un auto-
mate “chaotique”, un automate “régulier” ne doit pas étre capable de générer
des orbites aux périodes arbitrairement longues. On espére pourvoir discrim-
iner ces deux types d’automates selon les valeurs de leur intervalle spectral.
La discrimination pourra avoir lieu si pour un automate “régulier” toutes
les orbites examinées ont un d-spectre qui ne dépasse pas une valeur K,
(i.e., que les intervalles spectraux soient compris dans [1, K}]) et si pour
un automate “chaotique” toutes les orbites examinées ont un d-spectre qui
soit supérieur & une constante K. (avec K. supérieur a K, pour éviter le
recouvrement des intervalles [1, K| et [K, oo]).

Le choix de la taille de la grille est effectué en remarquant que la valeur
du d-spectre ne peut excéder n + 1. La taille de grille n doit donc étre
supérieure & K. (en pratique bien supérieure) si l'on veut pouvoir classer
un automate comme chaotique. Expérimentalement, nous remarquons qu'’il
devient possible d’effectuer une discrimination & partir de n = 50.

Classification

On note Ip 'ensemble des conditions initiales. On construit /p en prenant
une condition initiale pour chaque densité d de I'intervalle discret [dmin, dmax] (dstp)-
On évalue alors le d-spectre des éléments de Ip selon l'algorithme 1.

La classe d’un automate est déterminée en fonction des valeurs de l'in-
tervalle spectral 17 :

— la classe P contient les automates pour lesquels 77 C [1, K],

— la classe C contient les automates pour lesquels 77 C [K, oof,

— la classe H contient les automates qui ne sont ni dans P ni dans C.
La classe H désigne une classe “hybride” pour laquelle les caractéres “régulier-
s” ou “périodiques” ne sont pas détectés.

On jugera donc de la pertinence de ’algorithme de classification selon
deux critéres :
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Algorithme 1 : Estimation numérique du spectre de densité

pour chaque dyq = dmin & dmae par pas de dg), faire
Zini(dyar) < condition initiale aléatoire de densité (d,q)

H est un tableau d’entiers indexés dans {0,--- ,n} initialisé a 0
pour chaque ¢ = 1 g T3, faire
| x < F(x)

pour chaque ¢ = 1 a T, faire
x «— F(x)
H(d(z).n)«— H(d(x).n)+1
pour chaque ¢ = 1 ¢ n faire
| SiH(i) >0 alors 7(z) « 7(z) + 1

(a) La possibilité de séparer la classe P et la classe C par un choix des
valeurs de K, et K.
(b) La pertinence de la classification obtenue eu égard aux classifications
déja existantes.
Les résultats numériques sont donnés dans la section suivante. Les résultats
concernant les automates cellulaires élémentaires sont validés en comparant
nos données a celles fournies par Martin dans sa thése de doctorat [Mar(01] et
par Cattaneo, Formenti et Margara dans [CFM99]. Les résultats concernant
les régles totalisantes de rayon 2 sont comparés a ceux fournis par Wolfram
dans [Wol84].

3.2 Reésultats et validation des choix

3.2.1 Le cas automates cellulaires élémentaires

Le tableau 3.1 présente les résultats de la classification pour les 88 régles
représentatives minimales. Ils ont été obtenus pour les valeurs numériques
suivantes : n = 100, T3, = 5000, Ty, = 1000 et pour un intervalle de densité
D = [0.30,0.70](0.01) (40 conditions initiales pour chaque automate). A la
mesure de l'intervalle spectral décrite dans le paragraphe précédent, nous
avons ajouté la mesure de [’activité finale. Ce paramétre représente le ratio
de cellules qui changent d’état lors de la derniére itération (i.e., au temps
Tty + Teen)- La derniére colonne du tableau indique le maximum de Pactivité
finale mesurée sur I'’ensemble des conditions initiales, et lorsque ce nombre
est égal & zéro on en déduit que l'automate a convergé vers un point fixe
pour toutes les conditions initiales échantillonnées.
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W Isp CI Al W Isp CI Al W Isp CI A
0 1:1 N 0| 35 12 P s3|/108 12 P 16
1 2:2 P 10| 3 1:1 F 0110 2:19 H 50
2 1:1 P 38| 37 12 P 84122 11:32 C 62
3 22 P 97| 38 12 P 51126 10:34 C 64
4 1:1 F 0/ 40 1:1 N 0/ 128 1:1 N 0
5 22 P 8| 41 24 H 73| 130 1:1 P 44
6 12 P 45| 42 1:1 P 60132 1:1 F 0
7 22 P 99| 43 12 P 66| 134 1:2 P 64
8 1:1 N 0| 4 1:1 F 0136 1:1 N 0
9 12 P 72| 45 26:34 C 59138 1:1 P 42

10 1:1 P 441 46 1:1 P 44140 1:1 F 0

11 1:22 P 74| 5 1:2 P 100|142 12 P 50

12 1:1 F 0 51 1:2 P 100|146 9:14 C 62

13 1:1 F 0 54 452 H 99150 15220 C 62

14 12 P 50 5 1:1 P 94152 1:1 P 44

15 1:2 P 66| 57 1:1 P 100|154 2:12 H 63

18 9:14 C 60| 58 1:2 P 88156 1:2 P 18

19 2:2 P 100 60 14220 C 62160 1:1 N 0

22 3644 C 65| 62 1:3 P 70162 1:1 P 86

23 2:2 P 100 72 1:1 F 0164 1:1 F 0

24 1:1 P 44| 73 5:37 H 50168 1:1 N 0

25 1:3 P 73| 74 1:1 P 36170 1:1 P 60

26 3:12 H 68| 76 1:1 F 0172 1:1 F 0

27 2:2 P 95| 7r 1:1 F 0178 1:2 P 100

28 1:2 P 18| 78 1:1 F 0184 1:1 P 100

20 1:2 P 56| 90 15:20 C 6020 1:1 F 0

30 28:36 C 57| 94 16 H 22|24 1:1 F 0

32 1:1 N 0] 104 1:1 F 0232 11 F 0

33 22 P 8| 105 14:20 C 68

34 1:1 P 56| 106 27:35 C 62

TAB. 3.1 — Classification par d-spectre des 88 automates cellulaires élémen-
taires minimaux. W représente le code de Wolfram, Isp l'intervalle spectral,
Cl la classe et A l'activité finale (cf. texte page 65 pour les conditions ex-
périmentales).
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Une analyse des valeurs numériques montre qu’on trouve un grand nom-
bre de régles pour lesquelles le spectre est compris dans un intervalle 77 C
[1,3]; Pexamen de ces automates montre qu'’ils sont tous “réguliers” et ’on
prend donc K, = 3. De méme, ’examen des intervalles spectraux des au-
tomates dont on sait qu'’ils sont “chaotiques” (par exemple les ACE 30, 45,
90, 150 cf. partie 1.4.1) montre que ’on peut prendre K. = 7.

Dans ces conditions, on obtient des tailles de classe suivantes : |C| = 12,
|H| =17, |P| =69. On s’apercoit que de nombreux automates sont classés P
ce qui nous améne subdiviser cette classe en plusieurs sous-classes :

— La classe N est la classe des régles de P “nilpotentes”, i.e., les régles

pour lesquels I'ensemble des conditions initiales atteint la configuration
nulle *0*.

— La classe F est la classe des régles de P\ N dont toutes les conditions

initiales évoluent vers un point fixe.
— La classe P1 est la classe des régles de P\ N \ F' qui ont un intervalle
spectral égal a [1,1].

— La classe P2 est la classe des régles de P\ N \ F'\ P1 qui ont un
intervalle spectral compris dans [1, 2].

— La classe P3 est la classe des régles de P\ N \ F'\ P1\ P2 qui ont un
intervalle spectral compris dans [1, 3].

Il est & noter que ce raffinement de P est ad hoc et a pour seul but de
mieux caractériser le type de régularité des régles. Par exemple, on s’attend
a ce que la classe P1 soit composée des régles qui réalisent un décalage sur
un sous-ensemble des configurations puisque les automates de cette classe
ont un d-spectre égal & 1 et ne convergent pas vers un point fixe.

On obtient alors la classification du tableau 3.2. Vérifions maintenant ces
résultats en fonction de ce que 'on connait de ces régles, soit par la com-
préhension de leurs propriétés, soit & 1’aide des résultats de la classification
de Cattaneo et al.

Vérification des régles remarquables

Ces régles ont été vues dans la partie 1.4.3. Elles vont nous servir & vérifier
que les résultats numériques ne sont pas trivialement faux :

— Dans N, on trouve les régles 0, 136, 160 et 128 qui sont des régles a

seuil et dont on peut prouver qu’elles sont bien nilpotentes.

— Dans F, on trouve l'identité 204 et 232 qui est la régle de majorité.
Le shift 170 est dans P1, conformément & ce qui est attendu ; de méme
pour la régle d’inversion 51 qui est bien dans P2.
— Les régles (non-trivialement) additives 60, 90, 150 sont bien dans C.
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N 0, 8, 32, 40, 128, 136, 160, 168

F 4,12, 13, 36, 44, 72, 76, 77, 78, 104, 132, 140, 164, 172,
200, 204, 232

P1 2, 10, 24, 34, 42, 46, 56, 57, 58, 74, 130, 138, 142, 152,
162, 170, 184

P2 1,3,5,6,7,9, 11, 14, 15, 19, 23, 27, 28, 29, 33, 35, 37,
38, 43, 50, 51, 108, 134, 156, 178

P3 25, 62
H 26, 41, 54, 73, 94, 110, 154
C 18, 22, 30, 45, 60, 90, 105, 106, 122, 126, 146, 150

TaB. 3.2 — Classification des automates cellulaires élémentaires en fonction
du d-spectre. Seules les régles représentatives minimales (cf. partie 1.4.2
page 34) sont examinées.

On voit que ces premiéres régles sont “bien classées” et que nous pouvons
continuer & porter notre examen sur les régles moins triviales.

Classe P1

Les régles classées dans P1 sont toutes classées “sous-shift” (i.e., com-
portement identique & un shift aprés une phase transitoire) par Cattaneo et
al. & Pexception des régles 57 (cette régle n’est pas classée par ces auteurs
car aucun des deux états n’est quiescent) et 58 qui est classé “Per2” (i.e.,
aboutit & des cycles de période 2). L’examen détaillé de la régle 58 montre
que pour des configurations initiales aléatoires, cette régle semble bien con-
verger vers un comportement de type “sous-shift”. Il est & noter que Packard
et Li [LP90] classifient également cette régle comme sous-shift.

Classe P2

Dans cette classification, les régles 6, 38 et 134 sont des régles classées
“double-subshift”, ce qui signifie que les parties périodiques de leurs orbites
sont constituées de deux configurations qui alternent et se décalent (cf. fig-
ure 3.2). Ces régles sont donc logiquement retrouvées dans P2.

L’ACE 14 pose probléme puisque étant classé “sous-shift” par Cattaneo
et al., il devrait apparaitre P1 dans notre classification. L’observation de di-
agrammes espace-temps de cette régle (cf. figure 3.3) montre qu’en effet le
comportement global de la régle tend rapidement & ressembler & celui d’un
shift ou des sous-configurations qui ne comportent ni 0 isolé ni 1 isolé sont
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(a) ACE 50 (b) ACE 156 (c) ACE 178

Fi1G. 3.4 — Diagrammes espace-temps de régles P2.

“correctement” décalées (vers la gauche). En revanche, on voit que dans les
parties des configurations ou apparaissent des 1 isolés, il existe un motif
qui est décalé en sens inverse (vers la droite). Ces motifs, caractérisés par
la présence de 1 isolés, se propagent en sens inverse du décalage tant qu’ils
rencontrent des sous-mots 0011. La rétro-propagation s’achéve lorsqu’ils ren-
contrent des sous-mots 0" avec n > 3 (cf. figure 3.3.a) et l'orbite a alors un
d-spectre égal 3 1. Dans le cas ol ils ne rencontrent pas de tels sous-mots,
le motif 010 se propage de facon infinie grace aux conditions aux bords cy-
cliques (cf. figure 3.3.b) et l'orbite a un d-spectre égal & 2. On peut donc
en déduire que la différence (mineure) de classification tient au choix des
conditions aux bords : la propagation des 1 isolés est finie dans le cas des
configurations infinies puisque les 1 isolés finissent toujours par rencontrer
des sous-mots 000 alors que sur des anneaux finis cette condition n’est plus
assurée.

Les régles 28, 50, 108, 156, 178 sont C3 dans la classification de Cat-
taneo et al. Cela traduit le fait que sur une ligne infinie, les configurations
s’étendent & l'infini. En revanche, cela ne permet pas de déduire le comporte-
ment de ces régles sur un anneau. Nous trouvons que les régles 50 et 178
sont P2 dans notre classification. L’examen des orbites de ces deux régles
montre qu’elles ont la forme de damiers (cf. figure 3.4), ce qui confirme le
classement de ces régles. En ce qui concerne les ACE 28, 108 et 156, leurs
orbites sont des cycles de période 2 dans lesquels un nombre restreint de
cellules change d’état (cf. figure 3.4)!.

1108 est dans la classe “Periodic configurations” de Cattaneo et al. et les parties qui
alternent sont des sous-mots 111 qui alternent avec des sous-mots 101
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(a) ACE 62 (b) ACE 25 (c) ACE 25

F1G. 3.5 — Diagrammes espace-temps de régles P3.

Classe P3

Dans P3, ’examen de ’ACE 62 montre bien que les orbites convergent
sur des cycles de longueur 3 (en raison de la présence de particules persis-
tantes de période 3). Cette donnée est confirmée dans la classification de
Cattaneo et al. bien que les auteurs indiquent que le résultat est obtenu em-
piriquement. En revanche, 'examen détaillé des orbites produites par ’ACE
25 montre que des portions d’orbites de d-spectre égal & 3 sont trés rarement
observées. L’explication de la différence de classement de cette régle est donc
similaire & celui de ’ACE 14 : I'apparition de particules se propageant en
sens inverse du sens de propagation du “fond” peut conduire & un change-
ment de valeur du d-spectre. Nous laisserons ouverte la question de savoir si
la proportion d’orbites de d-spectre égal & 3 tend vers zéro quand la taille
de I"'anneau tend vers l'infini.

Classe H

Des diagrammes espace-temps des régles de la classe H sont montrés sur
la figure 3.6. La classe H contient les ACE 54, 110 et 73 qui sont les trois
régles les plus “complexes” (cf. chapitre 2). On trouve également 26 et 154
qui sont classées “sous-shift généralisé” (“generalized subshift”) par Cattaneo.
L’examen détaillé des orbites produites par les ACE 41 et 94 montrent que
ces deux régles sont “périodiques” : le large d-spectre observé pour 41 traduit
la possibilité pour cette régle d’avoir de longues transitoires. Quant a la régle
94, elle produit des orbites qui aboutissent & des cycles de longueur au plus
égale & 6 (en raison de la présence concomittantes de particules de période
2 et de période 3); on peut donc la classer comme périodique en prenant
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(a) ACE 154 (b) ACE 154

FiG. 3.7 — Diagrammes espace-temps de I’ACE 154 pour différentes condi-
tions initiales.

K, =6.

La classe des “sous-shift généralisés” correspond aux automates qui pro-
duisent des diagrammes espace-temps avec un décalage tous les p pas de
temps (cf. figure 3.6) et pour lesquels la périodicité du décalage p est fonc-
tion de la condition initiale. Une étude détaillée de comportement de 154
(qualifié “d’étrange” ou de “pathologique” par Cattaneo et al.) a été effectuée
dans [CM98] : les auteurs prouvent d’une part 1’assertion concernant l'exis-
tence d’une périodicité p pour toutes les configurations initiales et montrent
d’autre part que le type de diagrammes espace-temps “périodique” ou “chao-
tique” observé pour cette régle dépend fortement de la condition initiale. En
effet, pour une condition initiale ot il n’y a que des 1 isolés, il est possible
d’observer une orbite “chaotique” alors que pour tout autre condition initiale
contenant de motifs 11, on obtient un comportement de type “périodique”
(cf. figure 3.7).

Le large écart constaté pour les valeurs de l'intervalle spectral des régles
de la classe H peut étre expliqué en partie par les observations qualitatives
de Kaneko [Kan86] relatives aux bassins d’attractions (cf. partie 2.1.4) : les
automates “complexes” ont un nombre d’attracteurs qui augmente fortement
avec n mais en méme temps, ils possédent certains attracteurs qui ont un
grand bassin d’attraction (ici les attracteurs de faible d-spectre). Une autre
fagon d’interpréter ce résultat consiste a décrire les régles complexes comme
celles qui font apparaitre de maniére spontanée des “particules” qui évolu-
ent sur un “fond”, ces particules peuvent subsister longtemps et créer une
dynamique complexe de grande période ou alors disparaitre par suite de
collisions et créer une dynamique périodique simple.
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Classe C

Dans notre classe C, nous retrouvons les douze régles qui sont générale-
ment classées comme chaotiques selon différentes méthodes. Par exemple, on
retrouve le méme classement dans la thése de Martin [Mar01], classement
qui s’effectue sur la base de la mesure de “’entropie apparente”. On remar-
quera par ailleurs que les exposants de Lyapunov calculés par Grassberger
et présentées dans les tables [Gra86] permettent également de repérer ces
mémes régles 2.

Les régles 60, 90, 150 sont additives, ce qui explique leur caractére chao-
tique (cf. partie 2.1.3). Les régles 30 et 45 ont été étudiées comme généra-
teurs de nombres aléatoires par Wolfram [Wol86|, ce qui confirme leur car-
actére chaotique. Par ailleurs, 18 a été étudiée en détail par Grassberger
[Gra83] qui a montré que son comportement était asymptotiquement sim-
ilaire & celui de 90 ce qui confirme également le bon classement de cette
regle.

3.2.2 Le cas des totalisants de rayon 2

Afin de vérifier que notre algorithme de classification peut étre directe-
ment étendu & d’autres types de régles, nous ’appliquons aux automates
unidimensionnels totalisants de rayon r = 2 (cf. partie 1.4.1) de code pair.
L’avantage de ce sous-ensemble est qu’il est de taille réduite (2° = 32 mem-
bres) et que l’ensemble des régles paires a été étudié par Wolfram ([Wol84]),
lors du premier exposé de sa classification empirique?.

Résultats

Le tableau 3.3 montre les résultats obtenus pour T, = 50, T = 1000,
n = 100. Le choix d’une faible valeur pour T}, est effectué de maniére a se
rapprocher des conditions expérimentales prises par Wolfram dans son étude
[Wol84]. En reprenant les mémes classes que dans la section précédente, on
obtient la classification du tableau 3.4.

2Ces tables sont en outre intéressantes car elles montrent aussi les directions selon
lesquelles un automate cellulaire peut transmettre de linformation. En particulier on
notera que les ACE 14, 43, 57, 142, 184 sont des régles qui ont la particularité de
pouvoir faire alterner le sens de transmission de 'information selon ’existence ou non de
particules.

311 est a noter que le choix de prendre les régles de code pair est arbitraire (I'état
0 est quiescent). En effet, la régle conjuguée d’une régle totalisante de code pair n’est
pas nécessairement une régle de code impair. Les couples de régles paires associées par
conjugaison sont (34,46) (44,50) (40,58) (32,62) (36,54) et (48,60).

74



W Isp C1l A|| W Isp Cl1 A
0 1:1 N 01| 32 1:1 N 0
2 1:53 H 6234 39:58 C 65
4 1:1 N 01| 36 1:1 N 0
6 25:64 C 74|38 10:45 C 64
8 1:1 F 01| 40 1:1 F 0

10 30:40 C 6742 14:19 C 60

12 9:36 C 69|44 40:50 C 54

14 17:64 C 76|46 26:54 C 66

16 1:1 N 0| 48 1:1 N 0

18 36:46 C 60| 50 39:50 C 51

20 1:24 H 18|52 1:95 H 14

22 33:44 C 72 || 54 1:1 N 0

24 1:1 F 0| 56 1:1 F 0

26 39:53 C 67 || 58 1:1 F 0

28 44:62 C 65| 60 1:1 N 0

30 1:47 H 80 || 62 1:1 N 0

TaB. 3.3 — Classification par d-spectre des 32 régles totalisantes de rayon
r = 2 qui sont 0-quiescentes. W représente le code de la régle, Isp 'intervalle
spectral, Cl la classe et A l’activité finale (cf. texte page 74 pour les conditions

expérimentales).
classe | code de la régle totalisante
N 0, 4, 16, 32, 36, 48, 54, 60, 62
F 8, 24, 40, 56, 58
C 6, 10, 12, 14, 18, 22, 26, 28, 34, 38, 42, 44,
46, 50
H 2, 20 30, 52

TAB. 3.4 — Syntheése de la classification sur les automates totalisants de rayon

2.
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Analyse

Pour ce sous-ensemble de régles, on remarque qu’il n’y a pas de régles
périodiques. Nous ne savons pas si cette propriété s’étend pour des voisinages
plus grands ou si elle est propre aux automates de rayon r = 2.

La régle nulle TO et la régle & seuil T32 dont on peut prouver qu’elle est
nilpotente, se retrouvent bien dans N. La régle T56 est la reégle de majorité
dont on peut prouver la convergence sur un point fixe de toutes les config-
urations initiales différentes de *01* = (01)™/2 (cas o n est pair). Elle est
donc bien dans F.

La régle T42 est non trivialement additive, elle est bien dans C.

On vérifie également que les régles T20 et T52, classées ici dans H, cor-
respondent aux observations de Wolfram qui a pris ces deux régles comme
premiers exemples de régles unidimensionnelles “complexes”. En revanche,
notre classification fait apparaitre plus de régles hybrides : T2, T30 sont
également classées H. Expérimentalement, on remarque que la majorité des
orbites de ces régles sont chaotiques mais que pour quelques conditions ini-
tiales, les orbites convergent vers un état uniforme.

Nous avons donc une bonne adéquation entre la classification empirique
de Wolfram et la classification produite par notre algorithme.

3.3 Conclusion et perspectives

Nous avons montré a travers I’étude de deux sous-espaces de régles qu’au
vu des résultats obtenus, la densité parait étre un bon parameétre, en pre-
miére approximation, pour estimer le caractére “régulier” ou “chaotique” d’'un
automate cellulaire. C’est désormais sur cette mesure que s’appuiera la suite
de notre étude sur la robustesse des automates cellulaires.

Par ailleurs, la classe “des hybrides”, pour lesquels notre algorithme ne
parvient pas & classer un automate dans I'une ou l'autre des catégories
“régulier” ou “chaotique” est une source d’intérét en elle-méme puisqu’elle
semble identifier les régles qui ont un comportement “complexe”. Ceci sem-
ble confirmer 1’idée intuitive que des automates “réguliers” vont rapidement
atteindre un cycle de faible longueur, que les automates “chaotiques” vont
rapidement atteindre un état stationnaire; lorsqu’aucune de ces deux con-
ditions n’est vérifiée, on s’attend & étre en présence d'une régle “complexe”.
Cette hypothése pourrait étre testée en continuant & élargir la classe des
automates étudiés, en examinant par exemple la classe des automates bidi-
mensionnels qui généralisent le Jeu de la vie (“larger than Life” [Eva96]).
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On pourrait également extraire plus d’informations des données expéri-
mentales. Nous avons choisir de n’extraire de la série des d-spectres que deux
informations qui sont les minima et maxima mais on peut aussi se deman-
der quelle est la forme de la distribution des d-spectres mesurés. Une autre
fagcon de raffiner le protocole consisterait & croiser les résultats fournis en
utilisant la densité avec d’autres parameétres tels que la corrélation spatiale,
la distribution des motifs de taille supérieure, etc.

A partir de ces résultats, nous pouvons maintenant nous interroger sur ce
qu’il se produit lorsque toutes les cellules ne sont plus mises & jour simultané-
ment et aborder I’étude des automates cellulaires en dynamique asynchrone,
ce qui fait 'objet des chapitres suivants.
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Chapitre 4 Etude expérimentale
de la robustesse a
I’asynchronisme

Le chapitre précédent nous a permis de mettre en évidence toute la
richesse du comportement des automates cellulaires lorsqu’ils évoluent avec
une dynamique synchrone. La question que nous abordons maintenant est de
comprendre comment évoluent ces comportements lorsque le synchronisme
des transitions n’est plus respecté.

Comme pour I'étude de la dynamique synchrone, nous cherchons & définir
des protocoles expérimentaux effectifs et rapides qui puissent permettre de
discriminer les automates “robustes” pour lesquels le comportement global
n’est pas affecté par l'ajout d’asynchronisme, des automates “non-robustes”
qui verraient leur comportement changer de maniére significative.

Nous commencons par définir le paramétre qui sert & mesurer quanti-
tativement les changements de comportement. Ensuite, nous discutons des
différentes facons d’utiliser ce parameétre et nous introduisons la notion de
“surface d’échantillonnage” qui permet d’avoir une premiére estimation de
la robustesse d’un automate. La passage aux données quantitatives se fait
en utilisant deux paramétres r, et rp, calculés & partir de cette surface. Ces
valeurs permettent d’examiner les automates en les regroupant par zones et
nous proposons pour chaque zone une discussion pour expliquer la forme
des surfaces en reliant forme des surfaces et comportement observé des au-
tomates.

4.1 Choix du paramétre macroscopique pour ’éval-
uation de la robustesse

On rappelle (cf. partie 1.3) que M = {0,1}¥ désigne I’espace de proba-
bilité modélisant 1’asynchronisme des mises & jour. Un vecteur de M est une
mise & jour (globale) dans laquelle un 1 (resp. un 0) représente une applica-
tion (resp. une absence d’application) de la fonction de transition locale. On
désigne par H ’ensemble des suites de mises & jour MY, appelé ensemble des
histoires. La fonction F(z,w) est la fonction de transition globale associée &
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une mise & jour donnée w. A désigne une dynamique, qui est une mesure de
probabilité sur H.

Pour représenter 1’évolution du systéme asynchrone (non déterministe)
mis & jour avec une dynamique A, nous pouvons utiliser un graphe ou les
neeuds sont les configurations et ot un lien orienté et valué (z,2’,py.)
désigne la probabilité de passer de x & 2’ (évolution du systéme suivant une
chaine de Markov). Un tel graphe est difficilement représentable en pratique
méme pour des faibles tailles de grille, car, outre le nombre de nceuds qui
est égal & |F| = 2", le nombre de liens issus de chaque nceud est uniquement
borné par 2" puisque a priori il faut considérer ’ensemble de transitions
possibles. Ne disposant pas d’un moyen analytique pour calculer ce graphe,
nous devons trouver un algorithme rapide et effectif permettant de quantifier
le changement de comportement d’un automate cellulaire lorsque 1’on passe
d’une dynamique synchrone & une dynamique asynchrone.

Fig. 4.1 — Diagramme espace-temps de 'ACE 51 (régle d’inversion) :
(gauche) o = 1 (droite) a = 0.50.

La premiére fagon de procéder pour quantifier les changements de com-
portement serait, comme dans le chapitre précédent, d’utiliser le d-spectre en
comptant le nombre de densités atteintes. Néanmoins un tel choix conduirait
a déclarer la majorité des régles comme non-robustes. Par exemple, dans le
cas de la régle d’inversion, I’ajout d’asynchronisme va permettre a 1’orbite
de passer d’un cycle de longueur 2 & une suite de configurations apériodique.
Cela va conduire le d-spectre & passer de 2 pour le mode synchrone a sa
valeur maximale (égale & n + 1) en mode asynchrone.

La figure 4.1 montre I’évolution synchrone et asynchrone de cette régle.
Du point de vue microscopique ol I’on connait 1’état de chaque cellule avec
précision, on voit qu’effectivement on a eu un changement de “comportement”
mais cela ne répond pas a la question de savoir si ce comportement a varié
d’un point de vue macroscopique.

Nous voyons qu’il est possible de définir deux types de robustesse : un
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premier type “microscopique”, qui exige que 1’asynchronisme ne modifie pas
les orbites; un second type “macroscopique”’ ou “statistique” qui exige que
certaines données statistiques ne soient pas modifiées. Dans la suite, c’est
cette seconde possibilité que nous choisissons.

La mesure macroscopique u que nous utilisons pour mesurer la différence
statistique entre deux orbites est la densité asymptotique moyenne; elle est
mesurée sur des portions fixes d’orbites allant du temps Ti; + 1 au temps
Ttr + T’tr-

Définition 37 (parameétre de quantification du comportement). Soit
h € H une histoire et x € Q" une configuration, on note p(x,h) la moyenne
de la densité sur la partie finie d’orbite [Ty, + 1, Ty + Toen] -

t=Ttr+Tech

! d(yon(t)).

px, h) =

ech t=Tor 41

Il est important de noter que l'utilisation de p(z, h) permet d’avoir un
parameétre invariant par décalage :

Vo e QY,Yh € H, p(z,h) — plo(z), h) = 0.

4.2 Protocole expérimental pour I’estimation de la
robustesse

4.2.1 Position du probléme

Pour estimer la robustesse & l’asynchronisme, on doit étre en mesure
d’estimer la variation du comportement d’un automate en fonction du taux
de synchronisme «. Nous avons choisi le parameétre macroscopique p qui
mesure un aspect particulier du comportement mais il nous reste a définir
comment l'utiliser pour quantifier la robustesse d’une régle. Il existe bien
entendu de nombreuses facons de procéder et nous examinons ici quelques
unes de ces possibilités.

Robustesse locale

Le premier paramétre, R, permet d’estimer la robustesse “locale” pour
une configuration initiale x et un taux de synchronisme donnés. Ce type
de robustesse peut se mesurer en prenant le second moment de la variable
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aléatoire p(z, ) :

Ry(r,0) = /h » /h ) = e )| Ba(dha) Baldh)

La valeur de R; traduit 'incertitude sur la valeur de p vis-&-vis du type
de mise a jour. La fonction R;(z,«) nous donne la différence moyenne que
I'on s’attend & avoir entre deux mesures effectuées en partant de la méme
condition initiale z mais avec deux histoires hj et hy obtenues avec un méme
taux de synchronisme a.

Dans le cas ot 'on a Rj(z,a) = 0, on peut affirmer que pour la con-
figuration x, le comportement observé ne dépend pas de la mise & jour. On
peut également noter que le cas synchrone est un cas dégénéré et il vient
immeédiatement que

Ve e Q4 Ri(z,a =1) = 0.

Cette premiére fonction permet de quantifier la robustesse de fagon “ponc-
tuelle” car elle donne une mesure pour chaque couple (z,«). Elle est donc
insuffisante si nous voulons quantifier le changement de comportement d’un
automate lorsque le taux de synchronisme o varie.

Robustesse par rapport 4 une variation de «

Pour estimer la robustesse d'un automate entre deux points (z,aq) et
(x,as), on peut utiliser la fonction Ry :

Ro(z, on, s) = / / (. 1) — (s h) By (dhy) Ba (dh).
hi1€H JhoeH

La fonction Ry(x, a1, ag) nous donne la différence moyenne que 'on s’at-
tend & avoir entre deux mesures effectuées en partant de la méme condition
initiale = mais avec deux histoires h1 et ho obtenues avec des taux de syn-
chronismes différents a; et as. Notons que le signe “intégrale “ est nécessaire
dans la définition car H est un ensemble qui a la puissance du continu.

Prise en compte du choix de la condition initiale

Dans le cas ou la condition initiale x est choisie aléatoirement en fonction
d’une densité initiale dj,i, on est conduit & tenir compte de 'incertitude sur
I’obtention de x; nous introduisons donc le paramétre Rj :

R3(dini, o1, 2) = Z Ry(x, a1, az) By, (2).
zeQU
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Il est & noter que pour échantillonner une valeur de R3, on doit d’abord
choisir une condition initiale x aléatoirement puis calculer les orbites partant
de cette méme condition initiale'.

Il nous reste a utiliser la fonction R3 pour savoir ce qu’il se produit lorsque
I’'on passe du cas synchrone au cas asynchrone. Nous fixons donc la valeur
du cas synchrone a; = 1 comme valeur de référence et nous faisons varier
ag dans un intervalle A = [apin, 1]. Pour diy; fixé, un parameétre permettant
de mesurer la robustesse entre la dynamique synchrone et la dynamique
asynchrone de taux de synchronisme « est donné par :

Ry(dini, @) = R3(dini, 1.0, cvy.

Echantillonage uniforme

La robustesse d'un automate a diy; donné est donc évaluée par la fonction
Ry(dini, @) : plus la valeur de cette fonction est élevée et moins l'automate
est robuste. La dépendance de ce paramétre en fonction de diy; traduit le fait
que la robustesse dépend de la facon de choisir les conditions initiales.

Dans le cas ot 'on souhaite avoir un échantillonnage uniforme des condi-
tions initiales (i.e., on tire chaque configuration avec une probabilité égale),
on prend din; = 1/2 et lestimation de la robustesse “moyenne” est donnée
par la valeur R4(1/2, ). Si, comme dans le chapitre précédent, on souhaite
donner le méme poids aux densités, et échantillonner avec une densité uni-
forme dans un intervalle D, on prend alors la valeur moyenne de R4 sur D
comme représentant la robustesse “moyenne” :

6:dmax
Ro(a) = / Ra(d, )ds.
§

:dmin
C’est cette derniére possibilité que nous choisissons pour définir notre
protocole expérimental.

Obtention de paramétres quantitatifs

Nous disposons maintenant d’une fagon d’estimer quantitativement la
robustesse d'une régle & I’aide d’une unique fonction Rp(«). Pour pouvoir

1Cela est différent de choisir deux conditions initiales différentes puis de calculer leurs
orbites avec des histoires différentes. En effet, dans le cas de la régle identité, cette derniére
possibilité conduirait & une valeur du paramétre non nulle. Cela serait paradoxal puisque
nous souhaitons que la régle identité soit parfaitement robuste puisque c’est une régle dont
le comportement est parfaitement indépendant de la mise & jour.
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classer automatiquement les différentes régles, nous extrayons des parameétres
a valeurs réelles de ces fonctions.

Une premieére possibilité, pour obtenir ces paramétres, consisterait & pren-
dre le maximum de Rp(«) sur un intervalle A. Cependant, l'examen détaillé
du comportement des automates cellulaires asynchrones montre qu’il est
préférable de considérer séparément la valeur de Rp(«r) au voisinage de v = 1
et les valeurs Rp(«a) sur un intervalle A C|0, 1] que nous appelons domaine
asynchrone. En effet, on imagine aisément qu’il existe certaines régles pour
lesquelles I'introduction d’une faible quantité d’asynchronisme change totale-
ment le comportement mais que pour les valeurs  du domaine asynchrone, ce
comportement reste constant. Afin de mieux discriminer les différentes pos-
sibilités, nous choisissons d’extraire deux parameétres de la fonction Rp(«) :

— Notre premier paramétre, RR,, est le quantificateur de robustesse au

passage synchrone/asynchrone qui évalue la valeur de la discontinuité
créée par I'introduction d’asynchronisme (i.e., pour a — 1) de Rp(«).

R,=1lim lim Rp(a).
a—1 Ty, Tech—00
— Le second parameétre qui est utilisé vise a quantifier le plus grand écart
de comportement se trouvant dans le domaine asynchrone A. L’indi-
cateur de robustesse de domaine asynchrone, R, est donné par :

Ry = {gg}{RD(a)}-

On remarquera que les deux limites utilisées dans la définition de R, ne
commutent pas : il n’est pas équivalent de fixer les temps de transitoire et
d’échantillonnage T}, et Tecn puis de faire tendre a vers 1 ou de fixer o puis
d’observer le comportement sur des portions d’orbites de plus en plus longues
( Tiry Teech — 00 ). En effet, dans le premier cas, le nombre de pas de calcul
est fini et la valeur de p tend vers la valeur du comportement synchrone.
Dans le second cas, on s’autorise & faire tendre le nombre de pas de calcul
vers 'infini ce qui peut produire un changement de comportement qualitatif
(par exemple le fait d’atteindre le point fixe *0*) quelle que soit la valeur
prise par « (un traitement théorique détaillé de cette question sera effectué
dans le chapitre 5).

(g) Nous sommes désormais en mesure d’associer & chaque automate un
couple de réels (R,, Ry) € R? pour quantifier sa robustesse : celui-ci est d’au-
tant plus robuste a l'introduction d’une “petite” quantité d’asynchronisme
que R, est petit. Dans le domaine asynchrone, le comportement s’écarte
d’autant moins du comportement synchrone que Ry est petit.
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Les parameétres (R,, Rp) sont loin de contenir toute I'information concer-
nant la robustesse & ’asynchronisme d’un automate. Il doivent plutét étre
considérés comme une premiére approximation qui établit une projection
de I'espace des orbites (asynchrones) sur R? et permet ainsi d’identifier les
automates non robustes.

En effet, si 'on montre qu'une perturbation de synchronisme entraine
une modification de la fonction p, alors nous sommes autorisés a affirmer que
nous sommes en présence d’un changement de comportement. En revanche, la
réciproque n’est pas vraie puisqu’on imagine facilement que des changements
de comportements réels puissent avoir lieu sans que ceux-ci soient capturés
par la fagon dont on observe le phénomeéne.

Nous allons maintenant décrire le protocole que nous employons pour
échantillonner p(dini, @) et pour estimer les valeurs de R, et Ry.

4.2.2 Définition du protocole expérimental

Définition 38 (Moyenne quadratique d’un vecteur). Soit € R", on

note < ¥ >o=[2 3" [ 2,2)/2 la moyenne quadratique des coordonnées de x.

Pour échantillonner la variable aléatoire p(dipi, ), on choisit un inter-
valle de densités discret D = [dmin, dmax)(dstp) d’ott l'on tire un ensemble
de configurations initiales I = {1,---,2|p|} obtenues comme des réalisa-
tions de lois de Bernoulli de paramétres respectifs d € D. De facon similaire,
on choisit un intervalle de taux de synchronisme A = [@min, Cmax](Qstp)
discret d’ou ’on tire un ensemble d’histoires H4 = {h1,--- ,hj4} obtenues
comme des réalisations de dynamiques asynchrones de taux de synchronisme
{amina T 7amax}-

Il est important de noter que le protocole associe & toute valeur de diy;
une unigue configuration obtenue par tirage aléatoire et que c’est cette méme
configuration qui sera réutilisée avec différentes valeurs de taux de synchro-
nisme. En effet, il faut se rappeler que ce qu’on cherche & estimer est la
variation de comportement que I’on peut attendre partant d’une méme con-
figuration en utilisant des histoires différentes. Symétriquement, notre proto-
cole associe une unique histoire a différentes conditions initiales. Ce dernier
point n’est pas essentiel mais permettra par la suite de mettre en évidence
des phénomeénes de synchronisation surprenants (cf. partie 4.3.5).

4.2.3 Représentation sous forme de surface d’échantillonnage

Notation 6. On note pexp(dini, @) le résultat d’un échantillonnage de la
variable aléatoire p(diyi, ).
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Sampling Surface for ECA146 [50,5000,1000,280676]
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F1G. 4.2 — Un exemple de surface d’échantillonnage : ACE 18 obtenu pour
D =10.2,0.8](0.1) et A = [0.2,1](0.1). On a r, = 0.03 ce qui traduit qu’il
y a peu de changements autour de @ ~ 1 et r, = 0.19, ce qui indique un
changement important dans le domaine asynchrone o < 1). Les parameétres
rq €t 1, sont des estimateurs (au sens informel) des paramétres R, et Rp;
leur définition se trouve dans la partie 4.2.4 page 88.

Définition 39 (Surface d’échantillonnage). L’opération d’échantillon-
nage produit un ensemble de points pexp(dini, a) ot dini € D et « € A. Nous
appelons surface d’échantillonnage la surface obtenue par la représentation
tridimensionnelle de l'ensemble de points pexp (cf. figure 4.2).

Estimation qualitative de la robustesse

L’examen d’une surface d’échantillonnage nous fournit des renseigne-
ments sur le comportement d’un automate lorsqu’il est soumis & des pertur-
bations de synchronisme. Pour ce faire, nous examinons les points suivants :

— A une valeur de djy; fixée, la hauteur de la surface varie-t-elle lorsque

« varie ? Si oui, on en déduit que la comportement de ’automate n’est
pas robuste pour cette valeur de djy;.

— A une valeur de « fixée, la hauteur de la surface reste-t-elle constante

lorsque diy; varie 7 Si oui, le comportement de la régle semble indépen-
dant des conditions initiales; ceci peut s’interpréter comme un “oubli”

86



des conditions initiales.

Ajustement des paramétres

Bien entendu, si 'on veut pouvoir affirmer qu’une surface d’échantil-
lonnage représente fidélement le comportement de 'automate, nous devons
vérifier que son aspect est “stable” : sa forme doit rester la méme lorsque les
parameétres de ’expérience deviennent suffisamment grands. Or, ’obtention
d’une surface d’échantillonnage dépend des paramétres suivants :

I'intervalle de variation de djy;,

— l'intervalle de variation du taux de synchronisme «,

— la taille de la grille n,

— le temps de transitoire Ti;,

— le temps d’échantillonnage Tecp-

Pour fixer les temps Tt et Tyen, nous reprendrons pour plus de simplicité les
mémes valeurs que celles utilisées pour le cas synchrone.

L’invariance des résultats en fonction de la taille de la grille n (“passage
a léchelle”), sera étudiée expérimentalement en testant les valeurs produites
pour un petit nombre de valeurs n (cf. figure 4.3 page 90). Il est & noter
que les remarques effectuées dans la partie 1.4.3 qui soulignent ’existence de
comportements spécifiques & la taille d’'un anneau restent valables puisque
nous comparons ici le cas synchrone au cas asynchrone.

Comme pour le cas synchrone, le choix de ’intervalle D de variation de
la densité initiale dj,; se fait en évitant les valeurs trop proches de 0 ou
de 1 pour éviter de tirer des configurations trop particuliéres telles que la
configuration nulle (*0*) ou une configuration ou tous les 1 (ou tous les 0)
sont isolés (cf. partie 3.2.1 page 71 pour un exemple de régle pour lequel ce
type de configuration conduit & un comportement “atypique”).

Enfin, le choix de l'intervalle de variation de « se fait en allant du cas
synchrone o = 1 & des valeurs de o qui ne soient pas trop basses. En effet,
lorsque « s’approche de 0 (i.e., @ < 0.2), le nombre de transitions effec-
tuées devient de plus en plus faible et le temps de convergence vers un état
stationnaire devient de plus en plus grand.

4.2.4 Estimation quantitative de la robustesse

Notation 7. Pour un intervalle discret D fizé, on note p(a) le vecteur
(Pexp(d, @))aecp obtenu par l’échantillonnage de toutes les conditions initiales
obtenues avec les valeurs de D comme densité initiale.
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De la surface d’échantillonnage, nous tirons deux “estimateurs”?

de R, et Ry
— 1, est donné par :

Tq €t T

ra = < p(1) = p(aas) >,

Il est obtenu en calculant la moyenne quadratique des écarts pexp entre
le cas synchrone et la plus haute des valeurs asynchrones a5 = 1— .
— 71, est donné par :

Th = SUPuec A’ < ﬁ(aas) - ﬁ(a) >27

/
avec A" = [min, Qas — Qstp (Qstp).
Ces deux paramétres vont nous permettre de classer les automates de
fagon automatique. Nous exposons maintenant les résultats obtenus.

4.3 Présentation et analyse des résultats

L’étude que nous présentons ici est qualitative en ce qui concerne I'exa-
men des orbites et la forme des surfaces d’échantillonnage, et quantitative en
ce qui concerne 'examen des valeurs de r, et r,. Elle a pour but de valider
notre protocole en procédant de maniére “inverse” : partant des valeurs r,
et rp, nous examinons quelles sont les surfaces qui conduisent & ces valeurs;
ensuite, nous examinons la forme des surfaces et nous relions cette forme
au comportement réel de I’automate, qui sera ici évalué en fonction des di-
agrammes espace-temps qu’il produit. Pour chaque observation, nous indi-
querons lorsque cela est possible, une explication ou un début d’explication
des phénomeénes et le cas échéant, nous pointerons les questions théoriques
soulevées par ces résultats expérimentaux.

4.3.1 Répartition des automates cellulaires élémentaires dans
P’espace (r,, 1)

Les résultats présentés sont obtenus pour un temps de transitoire T, =
5000, un temps d’échantillonnage Tee, = 1000, une taille d’anneau n = 50,
un intervalle de densité initiale D = [0.2,0.8](0.1) et un intervalle de taux
de synchronisme A = [0.2,1.0](0.1).

On rappelle que ces valeurs sont obtenues en fonction du compromis
suivant : on cherche & augmenter la taille des configurations et on cherche a

*Nous plagons entre guillemets le mot ”estimateur” pour souligner son emploi dans un
sens informel et non dans le sens précis qui lui est attribué dans le domaine des statistiques.
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diminuer le pas d’échantillonnage de l'intervalle A, tout en gardant un temps
de calcul “raisonnable”. Par ailleurs, on cherche a augmenter 'intervalle de
densité D, tout en diminuant les chances d’obtenir des configurations peu
représentatives.

La figure 4.3 montre la répartition des 88 automates cellulaires élémen-
taires représentatifs minimaux selon les valeurs (r,,71,) associées pour dif-
férentes tailles d’anneau n. Dans les trois diagrammes on s’apercoit que la
répartition, loin d’étre uniforme, se fait plutot par “paquets” aux frontiéres
plus ou moins bien définies. Dans un premier temps, nous allons simplement
diviser cet espace en quatre zones :

— La zone A définie par : r, < 0.1 et 7, < 0.1,

— la zone B définie par : r, > 0.1 et rp, < 0.1,

— la zone C définie par : r, < 0.1 et r, > 0.1,

— la zone D définie par : o, > 0.1 et r, > 0.1,
et nous examinons les régles de chaque zone séparément de maniére & vérifier
si les indicateurs r, et 7, peuvent étre utilisés comme un premier moyen de
classification des régles.

4.3.2 Zone A (faible r, et faible 1)

Cette zone contient les régles qui ont une grande robustesse puisque les
points sont situés prés de (r,, 1) = (0,0). Les orbites obtenues avec différents
taux de synchronisme ont donc des valeurs pexp proches.

Il y a deux fagons simples d’expliquer une telle propriété :

- (H1) L’automate atteint rapidement un état stationnaire : ce sont les
effets de moyenne utilisés dans le protocole expérimental qui produisent
des mesures similaires.

— (H2) L’automate atteint rapidement un point fixe et ces points fixes
ont des densités proches.

Examinons les différents types de surfaces observés dans cette zone.

Surfaces horizontales

La figure 4.4 montre un exemple de surface horizontale obtenue pour
I’ACE 90. Pour cette régle, nous observons que la hauteur de la surface est
constante et vaut pexp ~ 0.5 pour toutes les valeurs de (dini, ).

La forme de la surface suggére donc d’une part que le comportement
de lautomate est robuste (quelle que soit la densité initiale dini) et que
d’autre part 'automate “oublie” sa condition initiale (quelle que soit la valeur
du taux de synchronisme). Cette observation est confirmée par l’examen
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dans ’espace (r,, 1) pour différentes tailles d’anneau :

100 (milieu), n = 200 (bas); les temps de transitoire et d’échantillonnage
sont : Ti, = 5000, T,e, = 1000. Noter que seuls les minimaux représentatifs

sont représentés.
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Sampling Surface for QECA90 [ 50,5000,1000,280676]
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FIG. 4.4 — (a) Un exemple de surface horizontale : ACE 90 (b) Evolution de
I’ACE 90 : (gauche) o = 1.0 (droite) o = 0.5. Dans ce diagramme espace-
temps et dans les suivants on prend di,; = 0.5, n = 50, le temps va de la
génération 0 & la génération 49.
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des orbites. En effet, en partant d’une configuration initiale aléatoire, les
orbites évoluent vers un état stationnaire caractérisé par d = 0.5. Des travaux
expérimentaux (cf. [Wol83]) ou théoriques (utilisant des configurations de
taille infinie cf. [FMMNO0O]) montrent également que pour les régles non-
trivialement additives, les orbites issues de configurations aléatoires d’'une
densité initiale quelconque tendent vers un état stationnaire composé de
configurations aléatoires de densité d = 1/2. Ceci s’explique par un effet de
“mélange” qui résulte de la propriété d’additivité des orbites (cf. partie 1.4.1
page 31).

Nos observations montrent par ailleurs que cette propriété de “mélange”
des configurations est conservée en mode asynchrone, ce qui explique que
I’on tende vers une densité d = 0.5 pour toutes les valeurs de «.

La robustesse de cette régle est donc due & H1 puisque partant d’une
configuration initiale aléatoire, on obtient des orbites différentes qui ont les
meémes propriétés statistiques.

Surfaces dj,;-dépendantes et a-invariantes

Définition 40 (Mur). Un mot w € Q* est un mur s’il vérifie :
V(u,v) € Q x Q, Fy[uwv] = w,
ou Fy,, est la restriction de F' aux cellules qui composent w.

La figure 4.5.a montre une surface d’échantillonnage obtenue pour ’ACE
232 (régle de majorité). Cette régle dont le comportement a déja été décrit
(cf. partie 1.4.3 page 38) engendre une surface ot, contrairement aux régles
précédentes, on observe bien une dépendance de la valeur de peyp en fonction
de la densité initiale d;,;. Cette dépendance en fonction de dj,; s’explique par
I’existence de murs pour cette régle : ce sont les mots 00 et 11.

L’examen des orbites (cf. figure 4.5.b) montre que le systéme converge
rapidement vers un point fixe et une observation de différentes orbites montre
que la robustesse de la régle est due & H2.

Les ACE 4, 12, 44, 76 sont d’autres régles que 1’on peut trouver en zone
A et il est & noter que toutes ces régles admettent des murs?. Ces observations
empiriques nous aménent & formuler un premier probléme théorique qui est
d’étudier dans quelle mesure la notion de robustesse & l’asynchronisme est
liée & I’existence de murs pour un automate donné.

30 et 010 sont des murs pour 4; 0 et 01 sont des murs pour 12; 00 et 0001 sont des
murs pour 44 ; 0,01, 10 sont des murs pour 76.
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Sampling Surface for QECA232
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F1G. 4.5 - (a) Un exemple de surface di,i-dépendante et a-invariante : ACE
232. (b) Evolution de ’ACE 232 : (gauche) a = 1.0 (droite) a = 0.5. Les
points fixes atteints sont similaires mais pas identiques : un examen cellule
par cellule montre que la largeur de la seconde bande est plus grande sur le
diagramme de gauche.
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Surfaces parfaitement a-invariantes

De fagon assez remarquable, les résultats expérimentaux montrent que
certains automates ont des valeurs de (r,,7h) qui se situent ezactement sur
le point (0, 0).

Pour ces automates, on constate que partant d’une condition initiale
donnée, le systéme finit toujours par converger vers une méme configuration
qui est un point fixe. Partant de cette observation, nous pouvons définir la
classe des automates “parfaitement robustes” (PR) comme l’ensemble des
automates pour lesquels le “comportement asymptotique” est indépendant
des dynamiques A,,.

Expérimentalement, nous trouvons que PR contient les automates :

{0,8,32,40,128,136,140, 160, 168, 200, 204 }
—{EFGH, EGH, DEFGH, DEGH, EFG, EG, G, DEFG, DEG, E, @'}

La caractérisation théorique de PR est un autre probléme théorique qui
dérive de ces observations; il sera partiellement abordé dans le chapitre suiv-
ant. Notons que ce probléme a été abordé théoriquement par Gaés [Gac03]
dans un contexte légérement différent. L’invariance, telle que définie par
I’auteur, est une condition plus forte que 'appartenance & PR : dans cette
définition, on extrait de l'orbite asynchrone v, , = (z') (cf. définition 17) la
sous-suite (z;,, - , T, ), extraite de (z'), telle qu’il se produit effectivement
un changement entre deux pas de temps (Vk, F'(z;, ,w;, ) # ;). Cette suite
est dite étre “invariante par rapport & I’histoire” si elle ne dépend pas du
choix de I'histoire h et un automate est dit étre “invariant par rapport a
I’histoire” si les suites extraites sont invariantes pour toute condition initiale
2% de QY (avec |U| fini). Gaés montre alors que le probléme de savoir si un
automate cellulaire a un comportement invariant par rapport & ’histoire est
indécidable. Il nous parait donc intéressant de relier ces travaux a la ques-
tion plus générale de savoir si dans le cas asynchrone un automate atteint
toujours un méme ensemble d’attracteurs.

4.3.3 Zone B (fort r,, faible ry)
Cette zone doit contenir les régles pour lesquelles un ajout mineur d’asyn-

chronisme produit un changement brutal de comportement (fort r,), alors
que dans le domaine asynchrone, on observe peu de variations (faible 7y,).
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Sampling Surface for QECA2
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F1G. 4.6 — (a) Un exemple de surface pour un ACE de type GAP (échelle des
z modifiée) : ACE 2. (b) Evolution de ’ACE 2 : (gauche) a = 1.0 (droite)
a = 0.5.
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Surfaces avec un saut 4 a =1 et parfaitement horizontales dans le
domaine asynchrone

La figure 4.6 montre une surface d’échantillonnage avec une discontinuité
en o = 1. Ceci indique 'existence d’un “transition de phase du premier ordre”
(i.e., une variation brutale de comportement au voisinage d'une valeur de «).
L’examen des orbites montre que pour a = 1, on observe un comportement
de sous-shift alors que pour o < 1, les orbites ressemblent & un shift ”partiel”
dans lequel les “branches” (1-domaines) disparaissent progressivement.

Ceci nous améne & introduire la classe GAP, définie comme 1’ensemble
des régles qui ont une transition de phase du premier ordre au voisinage
de o = 1. Expérimentalement, on constate que la classe GAP contient les
automates :

{2,10,24, 34,42, 56,74,130,134,154, 162}
—{BEFGH, BEGH, CEGH, BDEFGH, BDEGH, CDEGH,
BEH, BEFG, BFG, BCEG, BDEFG}.

Il est intéressant de noter que tous les automates de cette classe sont
totalement asymétriques (cf. partie 1.4.2 page 33). On peut émettre une
hypothése pour expliquer cette propriété :

— L’absence de symeétrie par rapport a la réflexion indique que la régle
posséde une anisotropie qui lui permet de transmettre un signal dans
une direction privilégiée et autorise ainsi le comportement de type
sous-shift en mode synchrone.

— L’absence de symétrie par rapport a ’opération de conjugaison montre
que la régle peut avoir un état privilégié vers lequel elle tend & étre
absorbée (ici *0* ) en mode asynchrone.

Ce probléme reste également & étudier théoriquement. A 1’appui de notre
hypothése, on peut noter que toutes les régles de GAP, a I'exception de la
régle 154, sont classées comme des sous-shift par Cattaneo et al. [CFM99].
En ce qui concerne ’ACE 154 (classe d’équivalence de 180), cette régle
a un comportement relativement complexe et a été étudiée en détail par
Cattaneo [CM98] et Martin [Mar01]. Pour notre classification dynamique
elle est classée H (cf. partie 3.2.1 page 71).

Surfaces avec un saut 4 a = 1 et une quasi-horizontalité ailleurs

Les ACE 73 et 142 sont les deux seuls automates trouvés dans la région
B qui ne soient pas dans GAP. Pour ces deux régles, ’examen des surfaces
d’échantillonnage (4.7) montre que, tout comme les automates précédents, un
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Sampling Surface for QECA73
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F1G. 4.7 — (a) Un exemple de surface avec une discontinuité a v = 1.0 et du
bruit pour a < 1.0 : ACE 73. L’axe des z a été inversé afin de permettre
de visualiser la discontinuité & o = 1. (b) Evolution de 'ACE 73 : (gauche)
a = 1.0 (droite) a = 0.8.
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changement important de pexp a lieu lors de 'introduction d’asynchronisme.
En revanche, la partie de la surface correspondant au domaine asynchrone
n’est pas parfaitement plate mais parait légérement bruitée.

L’examen des orbites permet de comprendre ce qu’il se produit dans
le fonctionnement de l'automate. Dans le cas de 'ACE 73, en évolution
asynchrone, on s’apercoit que son évolution est de type “chaotique” sur des
sous-ensembles de cellules restreints qui sont séparés par des mots 0110 (cf.
fig. 4.7.b ). Lorsqu’on introduit de ’asynchronisme, on a une probabilité
non nulle qu'un mur 0110 apparaisse dans les 0-domaines (cf. définition 14)
ou il n’était pas présent. Ceci implique qu’au fur et & mesure que le temps
progresse, de plus en plus de murs apparaissent et jusqu’a ce que l'orbite
atteigne un état “quasi-stable” dans lequel les murs 0110 se trouvent séparés
par trois types de mots :

— 0 : ces mots sont stables

— 00 : ces mots sont stables

— 000 et 010 : ces deux mots alternent I'un aprés ’autre quand la mise
& jour a lieu au milieu du mot.

Cette analyse rapide nous permet de comprendre la forme de la surface
d’échantillonnage : le premier saut montre le changement de comportement
résultant de 'apparition de murs quand on ajoute de ’asynchronisme. Le
bruit observé sur le domaine asynchrone de la surface est dii aux mises a
jour aléatoires des régions “instables” formées des sous-mots 000 et 010 .

Notons que Wolfram dans [Wol02] cite la régle 73 comme un candidat
potentiel & l'universalité (au sens de Turing). Afin de permettre une to-
tale circulation de I'information, le codage des configurations initiales est tel
qu’elles ne comportent pas de murs (i.e., de sous-mot 11). Or, on s’apercoit
qu’un ajout infime d’asynchronisme perturberait de fagon irrémédiable le
fonctionnement de ’automate puisqu’il ferait apparaitre des murs qui blo-
queraient la suite du calcul. Cette régle nous fournit donc un exemple dans
lequel on peut montrer simplement que la complexité de calcul peut étre
fortement altérée par ajout d’une faible quantité d’asynchronisme.

4.3.4 Zone C (faible r,, fort r)
Cette zone contient les automates pour lesquels un saut important survient
dans la zone asynchrone o < 1 mais qui ne montre pas de discontinuité au

voisinage de o = 1.
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Sampling Surface for QECA50 [ 50,5000,1000,280676]

F1G. 4.8 — (a) Surface pour un ACE de type SPT : 50 (échelle des z modifiée).
(b) Evolution de ’ACE 50 : (gauche) a = 1.0 (centre) a = 0.75 (droite)
a = 0.25.
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Surfaces montrant une “transition de phase”

La figure 4.8 montre un exemple de surface pour laquelle il se produit
un changement brutal de comportement pour une valeur critique du taux
de synchronisme a.. On peut ainsi séparer le fonctionnement de ’automate
en deux régimes : on appelle un régime sur-critique (resp. sous-critique) le
comportement obtenu pour des valeurs du taux de synchronisme o > a,
(resp. a < ap).

On peut s’interroger sur les raisons de ces différences de comportement,
en particulier se demander s’il est dii au fait que ’on observe des configura-
tions de taille finie ou si ce comportement se produit pour n’importe quelle
valeur de n. En effet, il est déja arrivé que I’on conjecture I'existence de telles
“transitions de phase” alors que l'effet que l'on observait n’était di qu’a la
limitation des moyens de calcul [Hol03].

Expérimentalement, on constate que les automates de la zone C montrant
une “transition de phase” sont :

SPT ={18,26,50, 58,106,146, 178}
—{BCEFGH, BCEGH, BCDEFGH, BCDEGH, BDEH, BCEFG, BCDEFG}.

La répartition de ces régles montre qu’elles occupent les trois classes dans la
dynamique : les 50, 58 et 178 sont dans la classe P, les 18, 106, 146 sont
dans la classe C et ’ACE 26 est dans H. On peut remarquer que ces auto-
mates forment un groupe compact sur le diagramme (r,,7,) (cf. figure 4.3)
a l'exception de ’ACE 178 qui a une valeur de 7}, qui est bien plus grande
que celle des autres membres de la zone C.

L’examen visuel des orbites (figure 4.8) de ’ACE 50 montre qu’en régime
sur-critique, on peut observer des branches (i.e.des 1-domaines) qui peu-
vent se rétrécir, s’élargir, se diviser ou disparaitre. Dans un ouvrage de
Pomeau, Bergé, Dubois-Gance, ([PBDG94], p.216), nous avons constaté que
des phénoménes similaires avaient été observés pour des réseaux d’applica-
tion couplées (“coupled map lattices”). Les auteurs font une analogie avec la
mécanique des fluides en proposant d’identifier la phase turbulente avec la
structure branchée et la phase laminaire les cellules a ’état 0 (0 est état ab-
sorbant car des branches de 1 meurent sur un fond de 0). Pour ces systémes
& état continu, Pomeau a conjecturé que la transition de phase appartient &
la classe d’universalité de la percolation dirigée [Pom86]. Si cela est le cas,
les transitions de phase observées sont du “second ordre” (i.e., la valeur de
Pexp €st continue par rapport a a mais sa dérivée est discontinue) et elles
obéissent a des lois bien définies. Nous avons alors cherché a tester la valid-
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ité cette hypothése dans le cas des automates cellulaires; ces travaux sont
exposés dans le prochain chapitre.

Il est & noter que ’on observe également un méme type de transition de
phase pour les ACE 22 et 30 : les orbites montrent également des struc-
tures arborescentes qui peuvent disparaitre ; la seule différence étant que la
structure branchée est constituée de “particules” (ou défauts) qui évoluent
sur le fond régulier formé du motif 01. Ceci implique que la fonction pex, ne
permet pas de visualiser la transition de phase puisque la densité des orbites
fluctue autour de d = 0.5 quelle que soit la valeur de a. Ceci montre les
limites de notre protocole expérimental et suggére que des résultats plus fins
pourraient étre obtenus en filtrant les diagrammes espace-temps de maniére
adéquate.

Surfaces sans discontinuité pour a = 1 mais avec forte pente

Nous observons que seul ’ACE 126=BCDH se trouve dans la zone C sans
faire partie de SPT. C’est un automate de type “chaotique” (cf. partie 3.2.1
page 71) pour lequel 'asynchronisme change fortement la densité moyenne
des orbites sans entrainer de changement de phase (cf. figure 4.9).

4.3.5 Zone D (fort r,, fort r, )

Dans cette zone, on trouve les automates pour lesquels r, et r, sont
élevés. Il peut y avoir deux explications directes & l’obtention de fortes valeurs
pour ces deux parameétres. La premiére est qu’il se produit d’importants
changements aussi bien dans la zone du passage synchrone/asynchrone que
dans la zone asynchrone. La seconde est que les statistiques ne convergent
pas et que les mesures données par peyp, sont hautement instables.

Surfaces “accidentées”

La figure 4.10 montre une surface qui apparait trés accidentée. Expéri-
mentalement, on constate que deux expériences différentes peuvent conduire
a deux surfaces radicalement différentes.

L’observation des orbites pour les ACE 138, 170 (shift) et 184 montre
un type de comportement, oll, partant d’une configuration quelconque, on
voit que des domaines de O ou 1 apparaissent. On constate aussi que le
bord de domaines dérive de fagon aléatoire et qu’il se produit des fusions
de domaines. L’étude théorique de ce comportement est effectuée dans le
chapitre suivant, nous pourrons ainsi justifier les résultats expérimentaux
observés ici.
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Sampling Surface for QECA126
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Fi1ag. 4.9 - (a) Un exemple de surface djyi-invariante et a-dépendante : ACE
126 (axe des a inversé). (b) Evolution de I'ACE 126 : (gauche) a = 1.0
(centre) a = 0.9 (droite) a = 0.5.
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Sampling Surface for QECA170

7

F1a. 4.10 — (a) Un exemple de surface “accidentée” : ACE 170 (shift). (b)
Evolution de ’ACE 170 : (gauche) o = 1.0 (droite) o = 0.8.

(b)
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Le cas particulier d’une surface avec ondulations : ACE 46

Sampling Surface for QECA46

Avrg
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F1G. 4.11 — (a) Un exemple de surface d’échantillonnage “ondulée” : 46 (axe
des a inversé). (b) Evolution de PACE 46 : (gauche) a = 1.0 (centre)
a = 0.75 (droite) a = 0.25.

L’examen visuel de la surface d’échantillonnage de I’ACE 46 montre un
phénoméne inattendu : des “ondulations” paralléles & I'axe dj,; apparaissent
(cf. figure 4.11). Une analyse poussée des orbites nous a montré que 1'on est
en présence d’un phénomeéne de “couplage rapide” : des orbites qui partent de
conditions initiales différentes et auxquelles on applique une méme histoire,
convergent rapidement vers un méme état qui n’est pas un point fixe.
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F1G. 4.12 — Evolution de 'ACE 46 pour a = 0.40 et di,; — 0.30 (gauche)
0.50 (centre) 0.80 (droite)

Ce phénoméne est montré dans la figure 4.12, obtenue en gardant « con-
stant et ou 'on fait varier din;. Des phénoménes de couplage ont déja été
observés avec les automates cellulaires (cf. chapitre 6) mais la fagon dont on
obtenait le couplage “force” deux orbites & se rapprocher en mettant a un
méme état des cellules de deux automates distincts. Dans le cas observé ici,
on peut dire en quelque sorte que le couplage a lieu “naturellement” puisqu’a
aucun moment on ne force ’égalité des états. L’étude approfondie de ce nou-
veau type de couplage n’est pas effectué dans cette thése et nous laisserons
donc ouvert le probléme théorique qui consiste & classer les différents types
de couplage et & quantifier les temps de couplage pour différents automates
cellulaires mis & jour avec des conditions initiales différentes et une méme
histoire asynchrone.

Surface en forme de “U”

La figure 4.13 montre le type de surface observé pour les ACE 6, 38 et
134 : On observe d’une part que le passage synchrone/asynchrone montre
une transition de phase du premier ordre similaire & celui de la classe GAP
(on passe d’un shift a un point fixe). Par ailleurs, on observe un comporte-
ment de type transition de phase de second ordre similaire & celui de la classe
SPT a ceci prés que I’état branché apparait pour des valeurs de « plus faibles
que «. (i.e, dans le domaine sous-critique).

Cette propriété est importante puisqu’elle répond négativement a la ques-
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Sampling Surface for QECA6

Ty
—

.

S g

(b)

T

FIG. 4.13 - (a) Un exemple de surface en forme de U : ACE 6. (b) Evolution
de ’ACE 6 : (gauche) o = 1.0 (centre) o = 0.75 (droite) o = 0.25.
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tion posée par Bersini et Detours dans [BD94] qui est de savoir si I’ajout
d’asynchronisme a toujours tendance a stabiliser un automate cellulaire.

4.4 Conclusion et perspectives

Ce chapitre nous a permis de découvrir les différents comportements des
automates cellulaires élémentaires en dynamique asynchrone. Le protocole
que nous avons proposé nous a permis de séparer les automates dans des
classes distinctes, selon que I’automate présentait des variations brusques ou
continues de son comportement, lors de l'introduction d’une petite quantité
d’asynchronisme ou & une valeur strictement plus petite que 1 du taux de
synchronisme.

Ces premiéres observations nous ont permis de mettre en évidence plusieurs
problémes de nature théorique dont certains sont traités dans la suite :

— Définir formellement et étudier analytiquement la classe PR des au-
tomates parfaitement robustes, trouver des conditions nécessaires et
suffisantes d’appartenance a cette classe.

— Expliquer les relations entre ’existence de mots bloquants et la ro-
bustesse d’'un automate.

— Démontrer analytiquement l’existence de transitions de phase du pre-
mier ordre et quantifier analytiquement les temps de transition vers 1’é-
tat attracteur. Cette question sera en partie traitée dans le chapitre 5.

— Montrer que les changements de comportement sont des transitions de
phase : les phénoménes observés ne doivent pas dépendre d’un choix
particulier de taille des configurations n; en particulier le seuil ou le
changement doit tendre vers une limite précise lorsque n tend vers
Iinfini. Cette question sera traitée dans le chapitre 6

— Expliquer pourquoi certains automates ont des surfaces d’échantillon-
nage mal définies. Est-ce dli & un comportement intrinséque de la régle
ou 4 un mauvais choix des constantes T3, et Ty, 7 Cette question sera
en partie résolue lors de I’étude analytique du chapitre 5.

— Etudier les différents temps de couplage pour des régles qui sont mises
4 jour avec une méme histoire en partant de conditions initiales dif-
férentes.

Un point qui nous parait essentiel dans les résultats que nous avons
obtenu est qu’il n’y a pas de relation directe entre les classes de robustesse et
les classifications de la dynamique que nous avons vues dans les chapitres 2
et 3. Par exemple, si on considére les régles “chaotiques”, on trouve que ’ACE
122 est dans la zone A, alors que les ACE 18 et 146 sont en zone C (“tran-
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sition de phase du second ordre”). Dans le cas des régles périodiques, on
trouve que ’ACE 232 est en zone A, 'ACE 34 est en zone B (“transition
de phase du premier ordre”) et ’ACE 50 est en zone C (“transition de phase
du second ordre”), ’ACE 6 est en zone D(“surface en forme de U”).

La question qui se pose naturellement est de savoir ol se situent les re-
gles “complexes” telles que 54 et 110 : les observations montrent qu’elles se
trouvent en zone A, ce qui signifie qu’elles sont robustes vis-a-vis de notre
paramétre d’étude. Néanmoins, cela n’implique nullement qu’elles gardent
le méme degré de complexité en termes de puissance de calcul. En effet, le
passage & ’asynchronisme impose un changement de modéle et une redéfini-
tion de la complexité et des capacités de calcul d’une régle. Par ailleurs, en
dynamique synchrone, la complexité de ces deux régles est due a ’existence
de particules qui évoluent sur un fond régulier qui a une densité donnée.
En passant au fonctionnement asynchrone, on constate que le fond n’est pas
perturbé, alors que les particules, elles, cessent de pouvoir évoluer librement.
Il n’y a donc pas de raison que la densité moyenne varie méme si ’asynchro-
nisme détruit ici toute possibilité de calcul.

Un moyen de détecter la non-robustesse de ces régles serait par exemple
d’utiliser un filtrage par groupage (cf. [Oll02] par exemple) afin de pouvoir
séparer automatiquement le fond des particules. Un développement possible
de ce travail pourrait alors consister & étudier la notion de robustesse pour
des régles définies avec un nombre d’états plus grand, ce qui permettrait
ainsi de raffiner notre classification en transforment les régles binaires en des
régles & plusieurs états. Ces questions ont été examinées par Adachi, Lee,
Morita et Peper [LAPMO03, APL04| qui ont montré qu’il existe un automate
universel pour la dynamique asynchrone qui n’utilise que cinqg états.

A ce stade, il reste essentiel de valider les résultats par des moyens qui ne
soient pas seulement expérimentaux. L’étude analytique de ’asynchronisme
des automates cellulaires fait I’objet du prochain chapitre.
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Chapitre 5 Etude analytique des
automates cellulaires
élémentaires

doublement

quiescents

Nous nous intéressons dans ce chapitre & un sous-espace de ’espace des
automates cellulaires élémentaires pour lequel le comportement asynchrone
est étudié analytiquement. Pour cela, nous nous restreignons a l'espace des
automates cellulaires élémentaires doublement quiescents pour lesquels les
deux états 0 et 1 sont quiescents. Nous commencons par décrire les propriétés
générales concernant les différentes régles : nous énongons des propriétés sta-
tiques concernant les configurations et des propriétés dynamiques concernant
les points fixes et le nombre de zones. Nous poursuivons en décrivant les pro-
cessus probabilistes qui sont couplés & I’évolution des automates cellulaires.
Ces processus sont alors utilisés dans le cas de la dynamique séquentielle;
nous montrons alors notre résultat principal : pour tous les automates cellu-
laires élémentaires doublement quiescents, le temps de convergence peut étre
connu et le type de diagramme espace-temps produit peut étre déterminé en
fonction des mouvements possibles des frontiéres (cf. définition 14 page 23).

Plus précisément, nous montrons que les temps de convergence définis-
sent des classes homogeénes qui sont la classe triviale (temps nul), la classe
des “collectionneurs de vignettes” (cf. explication ci-dessous), la classe des
régles “quadratiques”, la classe des régles “cubiques”, la classe des régles “ex-
ponentielles” et, enfin, la classe des régles “divergentes”. Ces résultats sont
résumés sur le tableau 5.1. La premiére colonne présente le type de com-
portement observé; la seconde colonne indique le code de Wolfram (en gras)
et la taille de la classe d’équivalence (entre parenthéses), suivi du code de
transition en troisiéme colonne. Les mouvements possibles des frontiéres 01
et 10 sont indiqués dans les deux colonnes suivantes, suivis des possibilités
de la présence des transitions 010 ou 101 dans le code de transition. Enfin,
la derniére colonne indique le pire temps de convergence vers un point fixe
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(cf. définition 42 ci-dessous).

5.1 Définitions

Définition 41 (Processus stochastique a temps discret). Soit A une
dynamique (i.e., une mesure sur l’ensemble des histoires M muni de la tribu
A = (P(M)N)). La fonction de transition globale asynchrone F (cf. défini-
tion 17 page 24) permet d’obtenir récursivement une suite de variables aléa-
toires, i.e., un processus stochastique a temps discret. On note xt : MV — Q™
la variable aléatoire définie par :

B N | 2%(h) ==
Vh = (ht)ieny € M, {xt—l—l(h) = F(zt, hy)

On remarquera que la notation z! employée est la méme que celle de la
définition 17. Il n’y a en effet pas de risque de confusion : dans un cas il s’agit
de la suite de configurations liées a une histoire particuliére; dans le second
cas, il s’agit de configurations aléatoires obtenues par choix aléatoire d’une
histoire.

Dans la suite, nous calculerons des fonctions réelles sur les configurations.
Nous noterons ces fonctions par des majuscules : par exemple, le nombre
de 1 d’une configuration au temps t sera noté X; = |z;|1. Naturellement,
ces fonctions sont des variables aléatoires réelles agissant sur l’espace des
histoires M. Dans le cas qui nous intéresse ici, nous n’emploierons que des
variables aléatoires discrétes prenant leurs valeurs dans N.

Définition 42 (Pire temps de convergence en moyenne). Pour un
automate donné, et une configuration x de Q", on note T, : MY — NU oo
la variable aléatoire qui mesure le temps pour lequel le processus atteint un
point fixe :

T, = min{t : 2 € F}.

Pour une dynamique A donnée, le pire temps de convergence en moyenne
(PTCM) de cet automate est le réel Ta donné par :

Thr = max{E[T,]}
zeQ"

= ma T.(R)A(dh).
g;@g/hem (W) A(dh)

Notation 8. Pour un automate fizé, nous noterons Ts.q le PTCM obtenu
pour une dynamique séquentielle (cf. définition 28 page 28) et T, le PTCM
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Reégle | 01 | 10 [ 010 | 101 | PTCM |

)

| Identité | 204 ()] @ - -1 -] o ]
Collectionneur | 200 (2)| E . . + " | O(nnn)
de coupons 232 (1)| DE + +

206 (4)] B -

132 (2)| BC — =1 - -

234 (4)| BDE pm T+

250 (2)| BCDE — | = | + +
Monotone 202 E‘S BE - T : o2

192 (4)| EF 5 ¥ (%)

218 (2)| BCE PR R S

128 (2)| EFG ST 1+ -
Marche aléatoire | 242 (4) | BCDEF | &w | — | + +
biaisée 130 (4) | BEFG o | = | :

226 (2)| BDEF | = T+

170 (2)| BDEG — | « + +
Marche I78 ()| BCDEFG | e [ | 1 | | gon)
aléatoire 194 (4)| BEF s + -

138 (4)| BEG — T <1 ¥

146 (2)| BCEFG | e | e | +
Marche aléa- | 210 (4)| BCEF ovs | — |+ Q(n2")
toire biaisée
Non- 198 (2)| BF s
convergence 142 (2)| BG — |
vers un point 214 (4)| BCF R N
fixe 150 (1) | BCFG vy | e

TaB. 5.1 — Comportement des automates cellulaires élémentaires double-
ment quiescents en dynamique séquentielle. Les colonnes 2 et 3 donnent le
code de Wolfram et le code de transition; entre parenthéses, on indique le
nombres d’automates équivalents. Les colonnes 4 et 5 donnent les possibilités
de déplacement des régions (cf. proposition 5) et les colonnes 6 et 7 donnent
les possibilités de fusion des régions (cf. propriété 6). L’abréviation PTCM
désigne le pire temps de convergence en moyenne.
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FiG. 5.1 — Un exemple de configuration (haut) et de sa configuration éti-
quetée (bas). Les fonctions de comptage donnent : a = 3, b = 3, ¢ = 2,
d=1,e=1,f=3,9g=3,h=0.

obtenu pour une dynamique paralléle de tauz de synchronisme « (cf. défini-
tion 29).

Signalons que le pire temps de convergence en moyenne est également appelé
temps d’atteinte d’un ensemble (“hitting time” [MPO04]) dans le contexte
de I’étude des algorithmes d’auto-stabilisation. Un algorithme distribué est
dit auto-stabilisant si, quelle que soit la configuration initiale, il atteint un
ensemble £ de configurations “légales” qui vérifient certaines propriétés. Bien
que les motivations des études soient différentes, les outils mis en ceuvre
dans ce chapitre ainsi que ceux qui sont utilisés dans I’étude des algorithmes
auto-stabilisants sont généralement proches. On trouvera par exemple dans
[MP04] un exemple d’étude ou les processeurs (i.e., les cellules) sont des
variables & deux états, disposés en anneau et mettant & jour leur état de
facon probabiliste en fonction de 1’état des processeurs voisins.

Définition 43 (Etiquetage des configurations et fonctions de comp-
tage). On rappelle que l’on associe une lettre a chaque voisinage (et G chaque
transition) selon le schéma suivant (cf. définition 33 page 32) :

174 000 | 001 | 100 | 101 | 010 | 011 | 110 | 111
LV A|B|C|D|E]|F|G]|H

Soit x une configuration de Q", on appelle configuration étiquetée de x la
configuration L(x) de {a,...,h}" obtenue par association d’une lettre dans
{a,...,h} a toute cellule de x selon :

L(x); = a si L(xi_1,x;,xi01) = A

ﬁ(l‘) =h st L(l‘ifl,xi,l‘prl) =H

On note l(x) le nombre d’occurrences de la lettre 1 dans x. Lorsqu’il n’y a
pas d’équivoque sur la configuration x, on note simplement | cette quantité.

Un exemple de configuration étiquetée est donné sur la figure 5.1. Cette
notation nous permettra dans la suite de simplifier les preuves en évitant
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d’avoir & examiner la suite de 0 et de 1 d’une configuration : les fonctions
a(x) - - h(z) permettent de quantifier le nombre de fois que ’on peut appli-
quer une transition donnée dans une configuration x donnée.

5.2 Boite a outils générale

Nous présentons dans ce paragraphe les outils principaux qui vont nous
permettre d’analyser 1’évolution asynchrone des automates doublement qui-
escents. La premiére partie décrit des propriétés liées aux fonctions de comp-
tage; la seconde et la troisiéme parties présentent les résultats qui serviront
& borner les temps de convergence des automates.

5.2.1 Quantités conservées

Proposition 1. Dans toute configuration © € Q", les relations suivantes
sont vérifiées :

|zlor = b+d = e+ f
= ¢c+d = €+g = ’l"lo (51)

2001 = b = ¢ = |x]100

5.2
’$|001:f:g: |$\1oo ( )

Dans la suite, pour une configuration x fixée, on dira qu’un motif u
(i.e., un facteur) est suivi (resp. précédé) d’un motif v si en parcourant le
configuration de gauche a droite (resp. de droite a gauche), on rencontre
toujours au moins une occurrence de v entre deux occurrences de u.

Preuve de l'équation 5.1. On s’intéresse aux occurrences du motif 01. En
remarquant que chaque motif 01 est suivi d'un 1 ou d’un 0, on obtient :
|z|o1 = e+ f. De méme, puisque chaque motif 10 est précédé d’un 1 ou d’un
0, on obtient : |x|o1 = b+ d. On obtient la seconde partie de I’égalité en
regardant le nombre d’occurrences de 10. Enfin, on remarquera que, dans
une configuration cyclique, le motif 01 est toujours suivi du motif 10, d’ou :
|z]o1 < |z|10. Par symétrie de conjugaison, on obtient : 2|10 < |z|o1. On a
donc 'égalité entre tous les termes de I’équation 5.1. O

Preuve de ’équation 5.2. On remarque que toute occurrence de £ (i.e., du
motif 011) est nécessairement suivie d’une occurrence de g (I’absence de g
implique qu’on ne rencontre que des 1 ce qui est impossible dans le cas des
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configurations circulaires), on a donc : f > g. De méme, en parcourant la
configuration de droite & gauche, on a : g > f. La preuve de ’égalité de b et
c est identique en appliquant ’opération de conjugaison. O

5.2.2 Points fixes

Les propriétés suivantes permettent de déterminer ’ensemble des points
fixes . en fonction du code de transition de la régle. On remarque en pre-
mier lieu que *0* et *1* sont toujours des points fixes des régles doublement
quiescentes. On appelle donc ces configurations des points fixes triviauz.

Définition 44 (Lettre isolée). Dans une configuration unidimensionnelle,
on dira qu’une cellule ¢ d’état | est isolée si les cellules d’indice ¢ — 1 et
c+ 1 sont dans un état différent de [. Lorsque le contexte est clair, on dira
simplement que ’on a un “l isolé”.

Lemme 2. Si une régle doublement quiescente admet un point fize x non-
trivial, alors :
— Si son code de transition contient B ou C, alors tous les 0 de x sont
1solés ;
— si son code de transition contient F ou G, alors tous les 1 de x sont
isolés ;
— st son code de transition contient D, alors x ne contient aucun 0 isolé;
— st son code de transition contient E, alors x ne contient aucun 1 isolé.

Ces régles sont naturellement combinées entre elles dans le cas ol plusieurs
de ces conditions sont vérifiées. Cela implique notamment que pour toute re-
gle doublement quiescente qui contient BF ou BG, le seul point fixe non
trivial est *01* = (01)"/2 (dans le cas ol n est pair).

Dans la suite, il nous sera également utile de savoir si un point fixe peut
effectivement étre atteint & partir d’une autre configuration ou s’il apparait
comme étant isolé dans le graphe de transitions.

5.2.3 Comportement des zones

Notation 9 (Nombre de zones). Nous notons Z(x) le nombre de fron-
tieres d’un type donné : Z(x) = |x|o1 = |Z|10-

On remarquera que le nombre Z(x) correspond au nombre de fois qu’une
suite de cellules dans ’état 0 et suivie d’une suite de cellules 1 ; ces ensembles
de cellules sont appelés zones dans la suite. Nous donnons maintenant les
propriétés importantes qui permettent de connaitre les différents types de
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convergence des automates cellulaires doublement quiescent en dynamique
séquentielle.

Proposition 3 (Décroissance du nombre de zones). Pour tout auto-
mate cellulaire élémentaire doublement quiescent, la quantité Z(x') est une
fonction décroissante (au sens large) du temps.

Preuve. En dynamique séquentielle, on a une unique mise a jour & chaque
pas de temps. Notons cette transition : f(a,b,c) = d. On a alors :

(a) Sia=0b=c, les trois états de la transition sont identiques, puisque
la régle est quiescente, on a : d = f(b,b,b) = b, la transition est alors
sans effet.

(b) Sinon, on a alors : a = d ou b = d ou ¢ = d; la transition ne crée
pas de zone (la frontiére se déplace si b # d ou reste au méme endroit
sib=d).

O

Proposition 4. Pour toute configuration x, la somme du nombre de zones
et du nombre de 1 de x est majorée par n :

Vo e Q" |zl + Z(x) < n.

La propriété se démontre aisément par récurrence en partant de la config-
uration *1* et en transformant des cellules 1 en cellules 0. Par conjugaison,
on a aussi :

Ve e Q" |zlo+ Z(x) < n.

Proposition 5. Pour une régle R donnée, les possibilités de mouvement des
frontiéres 01 peuvent étre décrites par la présence de B et F dans le code de
transition :
— Si R ne contient ni B ni F, les frontiéres 01 sont immobiles.
- Si R contient B et ne contient pas F, les frontiéres 01 peuvent se dé-
placer vers la gauche.
- Si R contient F et ne contient pas B, les frontiéres 01 peuvent se dé-
placer vers la droite.
- Si R contient BF, les frontiéres peuvent se déplacer vers la droite et
vers la gauche et suivent une marche aléatoire.

Par conjugaison, on montre que les mouvements des frontiéres 10 peu-
vent étre décrits par la présence de G et C dans le code de transition. Ces
mouvements sont symbolisés par des fléeches dans le tableau 5.1 page 111 :
les fleches «— et — signifient que la frontiére peut se mouvoir a gauche et a
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droite respectivement et la double fléche «~ signifie que la frontiére suit une
marche aléatoire puisqu’elle peut se mouvoir & droite et & gauche (selon la
cellule mise a jour).

Proposition 6. Pour une régle R donnée, les possibilités de fusion des O-
domaines (resp. des 1-domaines) sont controlées par la présence des transi-
tions D (resp. E) dans R.

Corrolaire 1. Si R ne contient ni D ni E le nombre de frontiéres est con-
stant : Vt, Z(2t) = Z(2V).

Le paragraphe suivant utilise des techniques de probabilités et nous conseil-
lons au lecteur qui n’est pas familier avec ce domaine de n’examiner que les
résultats (dans une premiére lecture) afin de passer rapidement aux résultats
concernant les automates cellulaires.

5.3 Boite a outils probabiliste

Nous avons besoin, dans ce chapitre d’utiliser la notion d’espérance con-
ditionnelle d’une variable aléatoire. Cela nécessite d’introduire la notion de
filtration qui, formellement, se définit comme “une suite croissante de sous-
tribus de 1’espace probabiliste considéré”. Informellement, cet outil mathé-
matique permet de modéliser ’accroissement d’information obtenu lors du
déroulement d’un processus stochastique. Dans le cas qui nous concerne les
filtrations considérées sont liées & la suite de mises & jour réalisées par le pro-
cessus aléatoire, soit ici “I’histoire” au sens formel que nous lui avons attribué
(cf. définition 16 page 24).

Définition 45 (Espérance conditionnelle). Soit X une variable aléatoire
définie sur Uensemble MY, muni d’une probabilité ;1 définie sur une tribu
A=P(MN); soit HE€ A un événement :

La notation E[X|H| désigne ’espérance conditionnelle de X “sachant
l’événement H”, elle représente le nombre réel obtenu selon :

B[X|H] = ﬁ /heHX(h)u{dh}.

Soit Hy,--- , H, une famille finie d’événements formant une partition de
A, notons H la sous-tribu engendrée’ par cette famille ; l’espérance condi-
tionnelle de X “sachant la sous-tribu H” est la variable aléatoire E [X || H]

!Etant donnée une classe C de parties de €, il existe une plus petite tribu qui contient
C, dite tribu engendrée par C.
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obtenue selon :
Vh e A,E[X || H] (h) = E[X|H;] si h € H;.

La définition formelle des filtrations peut étre nécessaire dans le cas d’es-
pace de probabilités complexes; dans notre cas I’espace de probabilité étant
dénombrable, nous supposerons toujours que nos filtrations sont “bien adap-
tées” au sens donné en théorie de la mesure : elles permettent effectivement de
bien définir les quantités considérées. Dans la suite, nous nous contenterons
de noter F;, comme cela est usuellement le cas, la filtration la plus fine
pour lesquels les processus seront “adaptés” (i.e., mesurables). On remar-
quera que dans le cas qui nous intéresse ici on pourra toujours prendre F; =
o(x% x! -  2'), 1a tribu engendrée par les événements (2! = k)ic{o,- 1} keN-
Notation 10. On note par l’abréviation p.s. (presque sdrement) tout événe-
ment de probabilité 1.

Définition 46. Un processus a temps discret X; est une martingale par
rapport a la filtration F; si :

Vvt € N,E X1 || o] = Xi pos.

Dans le cas ow l'on a la relation vérifiée avec l'inégalité <, on dira que X
est une sur-martingale.

En voyant X; comme le gain d'un jeu jusqu’a l'instant ¢ inclus, une
martingale est un jeu équilibré tandis qu’une sur-martingale est un jeu o,
en moyenne, les gains sont négatifs. L’étude des martingales fait souvent
intervenir les accroissements de X ; nous les notons AX; 1 = X1 — X

5.3.1 Cas des configurations a une zone

Notation 11 (Configurations avec au plus une zone). On note w; la
configuration w; = 1'0"~", avec i € [0,n].

Les propriétés énoncées dans les paragraphes précédents nous permettent
de connaitre exactement le temps de convergence pour les conditions initiales
a une zone w; = 1°0" . En effet, la propriété 3 sur la décroissance du nombre
de zones nous garantit que, partant d’une configuration & une zone, une
itération séquentielle conduit soit & une configuration & une zone, soit a un
point fixe trivial.
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FiG. 5.2 — Chaine de Markov correspondant & I’évolution de la régle BDEG
(shift) dans le cas une zone.

1

Proposition 7. Pour une régle R donnée, notons pf, p; la probabilité de
passer de w; & wi+1 et la probabilité de passer de w; & w;_1 respectivement.
Le temps de convergence T; partant d’une configuration & une zone w; peut
étre obtenu par la résolution du systéme donné par Ty =0, T,, =0 et :

T,=p; A+ Ti1) +pi (14 Tip1) + (1 —p; —pH)(A+Tp)

pour i € {1,--- ,n— 1}, ot les p; dépendent uniquement de R.

Preuve. Les équations Ty = 0 et T,, = 0 traduisent le fait que *0* et *1* sont
des points fixes et I’équation générale liant T;, T;_1 et T;41 est obtenue par
Papplication de la méthode dite “du pas en avant” [Bré99] pour les chaines de
Markov? finies. Pour obtenir les probabilités de transition pj et p;, , notons
T la quantité qui vaut e si la transition T appartient au code de transition
de R et 0 sinon. En analysant la forme des configurations étiquetées L£(w;),
on obtient :

B

pi =B+C py =E
p;rzé—l—é p;:ﬁ—l—é(i€{2,---,n—2})
P:qu:f) pﬁflzﬁJfé

0

Dans le cas du shift (régle BDEG) par exemple, on obtient p;r =p;, =€
pour tout ¢ dans {1,---,n — 1}. L’évolution du systéme en partant du cas
une zone est donc gouvernée par la chaine de Markov représentée dans la
figure 5.2 et la résolution du systéme d’équation (par les séries entiéres par

exemple) donne : T; = @

2Informellement, une chaine de Markov est un processus stochastique “sans mémoire”
dont I’état au temps ¢t + 1 ne dépend que de ’état au temps t.
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Dans le cas ou la configuration posséde plusieurs zones, on ne peut plus
traiter le probléme de la méme fagon car une méme configuration peut com-
porter simultanément des régions de taille 1 ou plus et donc dépendre si-
multanément de ’application des transitions D et E et des autres transitions.
Cette inhomogénéité de comportement nous oblige alors & étudier ’évolution
de 'automate en la comparant & celle d’autres processus de référence. Les
paragraphes suivants donnent les temps de convergence de ces processus de
référence.

5.3.2 Convergence en temps quadratique

Soit e un réel positif et (X;) une suite de variables aléatoires & valeur
dans N, associée & une filtration adaptée F;. Le lemme suivant majore le
temps d’un processus qui décroit d’'une quantité constante en moyenne :

Lemme 8 (Convergence en temps quadratique). Soit (X;) vérifiant :
X >0 = E[AXH_l H ft] < —e€ p.s.

Soit T = min{t : X; <0} la variable donnant le temps ot X; devient négatif
pour la premiére fois; on a alors :

X
E[T||X0]§TO.

Preuve. Introduisons la variable Y; = X; + te : cette variable Y; peut étre
vue comme la différence entre X; et —te. On a alors :

E[AYi || B =E[AX || B +e€
< —e+e€p.s.
<0 p-s.

Y; est donc une sur-martingale et T' est un temps d’arrét (i.e., il n’est défini
qu’en fonction de I’histoire) ; on peut donc écrire :

E[Yr || 7] <Yy < Xo.
Par ailleurs, on a :
E[Yr || B =E[Xr +Te || F|=E[Xr || F]+ E[T || 7.

En combinant ces deux expressions, il vient :

Xo— X X
E[T || F]< =<2

€
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On remarque que si E[X(] et 1/e sont de 'ordre de grandeur de n, le
temps 7T est de 'ordre de grandeur de n?.

5.3.3 Convergence en temps cubique

Nous abordons maintenant la définition de processus qui vont nous per-
mettre de prouver la convergence en temps cubique de certaines régles. En
reprenant e réel positif et m entier positif, on définit deux processus stochas-
tiques correspondant aux deux types de convergence observés.

Définition 47 (Processus de type I et II).
— Nous dirons que (X;) est de type I si :
(a) (X;) est une martingale,
(b) La probabilité de croitre et de décroitre est non-nulle en dehors des
bornes :
Pr{AX;11>1|0< X, <m} >e¢
PI‘{AXH_l < -1 ’ 0<Xt <m} > €

— Nous dirons que (Xy) est de type I si pour tout t :
(a) (X¢) “est une martingale” sauf lorsqu’elle atteint son mazimum :

E [ X1 || Fit, Xe <m] = Xy p.s.

(b) La probabilité de croitre et de décroitre est non-nulle en dehors des

bornes :
Pr{AX;11>1]|0< X; <m} >e¢ (probabilité non nulle de croitre)
Pr{AX;11 <-1|0< Xy <m}>e (probabilité non nulle de décroitre).

(c¢) La probabilité de décroitre est non-nulle au maximum :
PT{AXH_l S -1 ’ Xt = m} > €

On remarquera que le processus défini par la chaine de Markov de la figure
5.2 est un processus de type I. Un moyen simple de définir un processus de
type II consiste a changer la transition qui concerne ’état n : on peut par
exemple autoriser & décroitre de n & n — 1 avec une probabilité € et rester
dans 1’état n avec une probabilité 1 — e.

Lemme 9 (Convergence en temps cubique). Pour un processus de
type I, soit T = min{t : Xy € {0,m}} le temps de convergence du processus ;
on a alors : Xo o)
olm — Xo
E[T || Xo] < —
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Pour un processus de type II, soit T = min{t : X; = 0} le temps de
convergence du processus; on a alors :
X0(2m +1-— XQ)
2¢ )

E[T || Xo] <

Preuve pour les processus de type I. Prenons Y; = X? — 2e¢t, on a :

E[Yi || Fi] = E[(Xs + AXy41)? = 2e(t +1) || F]

=E [X? 42X/ AX11 + AXZ —2e(t+1) || ]

=E[X}? -2t || Fi] +2X¢- E[AXyp1 || B+ E[AXE —2¢ || F].
On remarque que le premier terme de cette équation représente E[Y}]. Le sec-

ond terme de ’équation est nul car X; est une martingale et E [AX ;11 || F¢] =
0. D’autre part, on a :

E[AX? ] > Pr[AX; 1 < —1] + PrAX, . > 1]
> 2e,
ce qui assure que le troisiéme terme de ’équation définit une variable aléa-
toire positive. On obtient donc pour tout ¢, E [Yi41 || Fi] > Vi, ce qui assure
que Y; est une sur-martingale.
Prenons T le temps pour lequel X; atteint {0, m} pour la premiére fois.

En vérifiant que E[T] < oo et que les accroissements de Y; sont finis, on peut
appliquer le théoréme du temps d’arrét a la sur-martingale Y; et écrire :

E[Yr || 7] =E[X} — 2T || 7]
> Yy
> X2,

Or, on peut calculer E [ X2 — 2€T" || F;] selon :
E [X7 — 2T || 7] = 0% - Pr[Xp = 0] +m* - Pr[Xp = m] — 2¢E [T || F]
X
=m?.- 22 _2E [T || ] (car X; est une martingale).
m

Finalement, en combinant ces deux derniers résultats, on obtient 1’inégalité :
mXo —2eE [T || ] > X, d’ott I'on tire le résultat final. O

Preuve pour les processus de type II. Pour ce second type de processus, on
ne dispose plus de la propriété que X; est une martingale ; on peut néanmoins
remarquer que c’est une “quasi-martingale” puisque seul le cas Xy = m pose
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probléme. Ceci nous conduit & introduire une fonction Y; = X2 —2et+C- X,
ou C est une constante. Le choix de C' se fait par “analyse-synthése”. On
vérifie d’abord que les calculs restent identiques pour 0 < X; < m car le
terme en C' disparait. Pour X; = m, les calculs montrent qu’une condition
suffisante pour que Y; soit une sur-martingale est que C' > 2m+ 1. On prend
donc C' = 2m + 1 pour obtenir la borne la plus juste sur 7. O

Maintenant que nous disposons des outils probabilistes adaptés, nous
abordons 1’étude du comportement des régles examinées et de leur type de
convergence.

5.4 Temps de convergence en dynamique séquen-
tielle

Dans ce paragraphe, nous examinons les régles doublement quiescentes
en dynamique séquentielle en les regroupant dans des classes définies en
fonction du temps de convergence. Nous montrons que ’appartenance a une
méme classe correspond effectivement & un méme type de comportement
en couplant 1’évolution de chaque automate avec un processus stochastique
adéquat. Par souci de concision, nous n’avons pas inclut d’exemples détaillés
d’évolution d’automate et des processus couplés. Nous conseillons néanmoins
au lecteur de lire les preuves en ayant toujours sous les yeux un exemple con-
cret de configuration originale et de la configuration étiquetée (par exemple,
celles proposées sur la figure 5.1).
Notation 12. On note € la quantité %

En dynamique séquentielle, € représente la probabilité de mise & jour
d’une cellule. L’utilisation de cette notation permettra dans la suite 1'utili-
sation d’alléger les calculs et, dans certains cas, d’utiliser les mémes calculs
dans le cas asynchrone paralléle (via un redéfinition de €).

5.4.1 Reégles de type “collectionneur de vignettes”

L’évolution séquentielle des régles E et DE est montrée sur la figure 5.3.
Leur comportement est facilement déduit du code de transition. En effet,
pour la régle E, une mise a jour sur une cellule d’étiquette e supprime ce
e sans en créer de nouveau (car il n’y a pas de création possible de 1) et
toute mise & jour sur une cellule portant une autre étiquette est neutre. La
convergence vers un point fixe s’obtient donc en supprimant les e de facon
séquentielle.
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(a) ACE E = 200 (b) ACE DE = 232 (majorité)

FiG. 5.3 — Diagrammes espace temps séquentiels des régles E et DE pour n =
100. Le temps va du bas vers le haut et on passe d’une ligne & une autre apreés
n itérations séquentielles (i.e., les lignes représentent les états de 'automate
aux temps i-n). Cette convention de représentation des diagrammes espace-
temps séquentiels est conservée dans tout ce chapitre.

Ce probléme est analogue au probléme du “collectionneur de vignettes”
(“coupon collector”) dans lequel on calcule le temps pris par un collection-
neur pour compléter une collection de n vignettes sachant qu’il obtient une
vignette aléatoire parmi les n disponibles & chaque itération.

En ce qui concerne la régle DE, on a le méme comportement pour les
cellules d’étiquette d et e et & ceci prés qu’une mise & jour d’une cellule
d ou e entraine également la disparition des étiquettes respectives e et d
adjacentes.

Théoréme 1. Le pire temps de convergence en moyenne des régles E et
DE est Tseq = O(nlogn). Les points fizes atteints sont respectivement les
configurations sans 1 isolé et sans 0 et 1 isolé.

Preuve. Considérons tout d’abord la régle E. Posons X; = e[z!], la variable
aléatoire qui représente le nombre d’étiquettes e (i.e., le nombre de 1 isolés)
dans x!. On a alors :

e F — X; =0.

Soit AT; la variable aléatoire qui donne le temps de passage pour X; de ¢ &
1—1:
AT, =min{t: X; = ¢} —min{t: X; =7 —1}.
R e gt R =i

La variable T, qui représente le temps nécessaire pour converger vers un
point fixe en partant d’un configuration x se décompose en :

T, = ATnO + ATno—l R AVAR
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avec ng = e[x| d’ou par linéarité de l’espérance :
E[T;] = E[AT,,] + E[AT,,—1] - -- + E[ATY].
La quantité E[AT;] représente le temps moyen qu'’il faut pour mettre

a jour une cellule d’étiquette e sachant que l'on a : X; = e[z!] = i. La
probabilité d’effectuer une telle mise & jour vaut i/n et il vient :

E[AT] = n/i,
d’ou
n n n
E[T,] = — e
[T%] n0+n0_1+ +7
et

E[T;] = n.(Inng — v+ o[€]) .

ou v désigne la constante d’Euler-Mascheroni (y = 0.5772156649. .. ).
Comme ng est majoré par n/2 et donc par n, il vient :

Tseq < Olnlognl.

Pour obtenir une borne inférieure, on vérifie que pour la configuration z =
*01*, on a :

E[T.] = nlogg = O[nlogn|,

ce qui clot la preuve.
En ce qui concerne la régle DE, la preuve est similaire en prenant :

Xy =d(a') +e(a'),

et en remarquant que toute mise a jour sur une cellule d’étiquette d ou e
fait diminuer la valeur de X; d’au moins 1. Le temps de convergence de DE
est donc majoré par celui de E. Pour établir une borne inférieure, pour une
taille de grille n = 3m + [, on peut choisir configuration z = (010)™0! et en
remarquant que pour cette configuration, X; ne peut décroitre que de 1, il
vient :

T, ~n.logm ~ n.logn,

ce qui clot la preuve.
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(a) ACE DEFG = 160 (b) ACE BEFG = 130

Fi1aG. 5.4 — Diagrammes espace-temps de régles “quadratiques”. La régle DEFG
= 160 est la régle conjuguée de la régle BCDE = 250 (elle converge donc vers
*0*). Les conditions initiales sont aléatoires de densité initiale din; = 0.80.

5.4.2 Reégles quadratiques

La figure 5.4 montre deux exemples de régles & convergence quadratique.
Le cas de la régle DEFG correspond au cas ou les deux frontiéres suivent
une marche aléatoire biaisée en sens opposé. Ce cas est dit “monotone” (cf.
tableau 5.1) car la taille des 1-domaines est monotone. Celui de la régle BEFG
correspond au cas ol une des deux frontiéres suit une marche aléatoire non
biaisée (ici la frontiére 01) et ou l'autre frontiére suit une marche aléatoire
biaisée. Dans ce cas, la taille des 1-domaines est décroissante en espérance.
Le lemme suivant permet de regrouper ces deux cas.

Lemme 10. Pour une régle f donnée, soit X; une fonction de x' prenant
ses valeurs dans {0,--- ,n} qui vérifie les conditions suivantes :

(a) X; =0 = 2t F,

(b) z' ¢ F = E[AXyq1 || F] < —eps,
alors le pire temps de convergence en moyenne de la régle f est borné par :
Tseq < n2.

La preuve de ce lemme utilise le lemme 8 énoncé dans le paragraphe
précédent. On remarquera qu’il n’en est pas un traduction directe. En effet,
les hypothéses du lemme 8 demandent de s’assurer que tant que le proces-
sus X; est positif, la probabilité de décroitre est non nulle. Or, dans le cas
des processus définis avec les automates cellulaires, on remarquera qu’il est
possible que l'automate ait atteint un point fixe (généralement non trivial)
avant que la valeur de X; ne soit nulle. Pour prouver le lemme 10, on doit
donc “prolonger” X; en définissant un nouveau processus Y; qui vérifie les
hypothéses du lemme 8.
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Preuve. Soit Y; défini selon :

Xt Sil’t¢f
Y; =
0 sizt e F

On vérifie facilement que les conditions du lemme 10 s’appliquent bien avec
Y;, ce qui permet de borner par n? le temps pour lequel Y; s’annule. Puisque
la convergence de Y; & la valeur 0 implique que z! a atteint un point fixe, on
peut donc majorer le temps de convergence de la régle par n?. O

Le lemme 10 nous montre qu’il suffit d’exhiber une fonction de 2* prenant
ses valeurs dans {0,---,n} et strictement décroissante en espérance pour
prouver qu’une régle a un temps de convergence (au pire) quadratique. Une
telle fonction sera dite fonction de Lyapunov par analogie avec la terminologie
de systémes dynamiques continus : elle représente un potentiel qui décroit
avec le temps et assure la convergence du systéme dynamique.

Théoréme 2. Le pire temps de convergence en moyenne des régles B, BC,
BDE, BCDE, BCDEG, BE, EF, BCE, EFG, BCDEG est Tyeq = O(n?).

Preuve pour les régles B, BC, EF et EFG. Le code de transition de ces régles
nous indique que les régles B et BC (resp. EF et EFG) sont toutes dans le
sous-ensemble {A, B, C,D} (resp. {E,F, G, H}); ceci implique que seules des
cellules a ’état O (resp. a I’état 1) peuvent changer d’état et que le nombre
de 0 décroit avec le temps. On prend donc pour les régles B et BC la fonction
de Lyapunov suivante :

Xt = |xt‘07

et pour les régles EF et EFG :
Xt = |{L‘t|1.

On vérifie alors aisément que les hypothéses (a) et (b) du lemme 10 sont
valides et on obtient : Tieq < n?. Pour obtenir une borne inférieure sur Tseqs
on calcule le temps de convergence de w; (cf. notation 11) pour les régles B
et BC et de w,—1 pour les régles EF et EFG. En effet, on a, pour la régle B :
E[T,,] ~ n?, pour BC : E[T},] ~ ”72, pour EF : E[T,, ,] ~ n?, pour EFG :

E[T,, ,]~ %2 On a donc bien pour ces quatre régles : Tieq = O(n?). O

En ce qui concerne les régles BDE, BCDE, BE, BCE, on remarque qu’on
ne peut plus réutiliser les fonctions de Lyapunov précédentes en raison d’un
comportement différent de la régle selon que la configuration contient ou non

126



des 0 ou des 1 isolés. Par exemple, pour la régle BDE, les configurations w;
vérifient que pour tout ¢ > 2, le nombre de 1 ne peut qu’augmenter ; alors que
pour wi le nombre de 1 a autant de chances d’augmenter que de diminuer.
On contourne cette difficulté en remarquant que chaque mise & jour sur une
cellule d’étiquette d ou e (i.e., un 0 ou un 1 isolé) fait diminuer le nombre de
zones de 1. Ceci nous permet, pour ces quatre régles, d’introduire la fonction
de Lyapunov suivante :
Xt = |1’t|0 + Z(let)

Preuve pour la régle BDE. Prouvons que la fonction X; convient bien dans
le cas de la regle BDE.
(a) On vérifie tout d’abord :

X;=0 = |2'o+ Z(2") =0
— 2t =*1" e F,

(b) D’autre part, le calcul des variations de 'espérance de X; donne :

E[AX1 || Fi] = e(=b—d+e) — (e +d)
= —e(b+2d).

Nous devons prouver que tant que z! n’a pas atteint un point fixe, cette

derniére quantité est non-nulle. Pour cela, on pose :
"¢ F = b+d+e>0.

En utilisant les relations de la propriété 1, on vérifie> : b +d — e > 0. La
combinaison des deux inégalités permet d’écrire que si z' n’est pas un point
fixe, alors b > 0 ou d > 0, d’ot l’on tire bien b+ 2d > 0.

X; est donc une fonction de Lyapunov “adaptée” (i.e., elle vérifie les
hypotheéses du lemme 10) qui permet d’obtenir la borne supérieure Tyeq < n?.
Pour achever la preuve, on obtient une borne inférieure en calculant le temps
de convergence de la configuration wy = 110772 :

E[T,,] = n(n —2) ~ n?
ce qui donne bien Tyeq ~ n? et a fortiori Tseq = O(n?). O

Preuve pour les régles BCDE, BE, BCE. Pour ces régles, on vérifie aisément
que la démonstration précédente peut leur étre appliquée en adaptant les
relations & la régle particuliére étudiée. O

3Cette relation traduit qu’un e ne peut étre précédé que d’un b ou d’un d.
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Preuve pour la régle BCDEG. La condition (a) de lemme 10 a déja été prou-
vée (cf. régle BDE). Pour la condition (b), le calcul des variations moyennes
de X; donne :

EAX; 1 || Fi)=€e(-b—c—d+e+g) —ele+d)
=—e(b+c+2d—g).

En utilisant les quantités conservées (équation 5.2), on obtient :
E[AX41 || Ft) = —e(b+d+e)

Pour prouver la relation x ¢ F = b+ d+ e > 0, il nous faut remarquer
que si une configuration (circulaire) ne contient aucun 0 ou 1 isolé, alors :
b=c=f=g.On adonc:

r¢F = b+c+d+e+g>0
= d+e>0o0ub+c+g>0
= d+e>00ub>0
= b+d+e>0,

d’ou l'on tire que X; est une fonction de Lyapunov “adaptée”. Le calcul du
temps moyen de convergence pour wy donne T, = O(n?), ce qui clot la
preuve. [

Preuve pour la régle BEFG. Pour cette régle, on prend X; = |2t|; + Z(zt).
La relation (a) est aisément vérifiée ; pour la relation (b), on écrit :

EAXi 1 || Fi]=elb—e—f—g) —ee
= —¢(d+ e+ g) (cf. prop. 1),

et
r¢F = b+e+f+g>0.

En utilisant la méme technique que précédemment, on a : d+e¢ =0 —
b= f=c=gdoulon tire :

rg@F = d+e+g>0,

ce qui permet de valider la fonction de Lyapunov. De méme, on montre par
le calcul du cas une zone (cf. propriété 7) que 'on a T, ~ n? ce qui clot la
preuve. ]
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kx -y mfi.g

(a) ACE BDEG = 170 (shift) (b) ACE BCEFG = 146

F1G. 5.5 — Diagrammes espace-temps séquentiels de régles “cubiques”.

5.4.3 Reégles cubiques

La figure 5.5 montre deux exemples de régles & convergence cubique. Le
cas de la regle BDEG (shift) correspond au cas ou les deux frontiéres suivent
une marche aléatoire biaisée dans le méme sens et ou les deux types de
domaines peuvent disparaitre. Celui de la régle BCEFG correspond au cas ot
les deux frontiéres suivent une marche aléatoire non biaisée et ol seuls les
1-domaines peuvent disparaitre.

La encore, nous avons besoin d’un lemme intermédiaire pour montrer
la convergence en temps cubique des automates. L’utilisation de ce lemme
permet de clarifier les démonstrations en explicitant les conditions nécessaires
& I'application du lemme 9.

Lemme 11. Pour une régle f donnée, soit m une fonction de n de méme
ordre de grandeur que n (i.e., m = O(n)), soit Xy une fonction de x! prenant
ses valeurs dans {0,--- ,m} qui vérifie les conditions suivantes :

(a) Xt € {0,m} = 2t e F,

(b) 2'¢ F = E[AXi1 || A]=0ps,

(c1) Pr {AXtH >1 |2t ¢ .7-"} > €,

(c2) Pr{AX; 1 < -1|at ¢ F} >¢,
ou qui vérifie les conditions suivantes :

(a) Xy =0 = 2t e F,

(b) 2t ¢ Fet Xy <m = E[AX4 || F] =0 p.s.,

(C].) Pr{AXt+1 >1 | xt ¢ ]:,Xt < m} > €
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(€2) Pr{AX; 1 < -1]a' ¢ F, X; <m} >¢,

(e3) Pr{AX;1 < —-1|a' ¢ F,X; =m} >,
alors le pire temps de convergence en moyenne de la régle f est majoré par :
Teeq = O[n?].

Ce lemme est donné sans démonstration afin d’alléger la lecture de ce
paragraphe. L’idée centrale de la preuve est de “prolonger” le processus X
original par un nouveau processus (de type I ou II) qui vérifie les hypotheéses
du lemme 9 avec m = kn. Nous énoncons donc directement le théoréme
central du paragraphe.

Théoréme 3. Le pire temps de convergence en moyenne des régles BDEF,
BDEG, BCDEFG, BEF, BEG, et BCEFG est Tieq = O(n3). Pour les régles
BDEF, BDEG et BCDEFG, les deur points fizes *0* et *1* peuvent étre at-
teints a partir de toute configuration différente de *0* et *1*. Pour les régles
BEF, BEG, et BCEFG toute configuration différente de *1* converge vers *0*.

Nous divisons les preuves en deux parties : la premiére concerne les trois
régles qui contiennent DE et qui seront couplées & des marches aléatoires de
de type I, la seconde concerne les trois régles qui contiennent E mais pas D
qui seront couplées & des marches aléatoires de de type II (cf. définition 47
page 120).

Régles contenant DE

Preuve pour la régle BDEG. Cette régle correspond au shift. On remarque
que pour toute configuration non triviale, on autant de chances de créer un
1 que de créer un 0. On prend donc : X; = |2!|;. X; prend bien ses valeurs
dans {0,--- ,n} et la vérification de la condition (a) est facile. Le calcul de
la variation moyenne de X; donne :

E[AX; 1] =e(b+d—e—y)
=0 (d’apres 5.1)
d’on la vérification de la condition (b). D’autre part, on a :

' ¢ F = b+d+e+g>0
= b+d>0ete+g>0.
d’ou la vérification des conditions (c). X; vérifie donc les hypothéses du
lemme 11 et on obtient : Tiq = O[n3]. La borne inférieure est obtenue

par le calcul du cas une zone qui a été effectué dans le paragraphe 5.3.1
page 118. O
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Preuve pour la régle BDEF. On voit aisément que du point de vue calcula-
toire, la démonstration est strictement identique en changeant la fonctions g
en f. O

Dans le cas de la régle BCDEFG, son comportement vis-a-vis du nom-
bre de 1 est une “quasi-martingale” : le processus est une martingale sur la
majeure partie des configurations mais cela n’est plus vrai sur un certain
nombre de configurations qui contiennent des O et des 1 isolés. Par exemple,
la configuration w; a deux fois plus de chances d’augmenter le nombre de
1 que de la faire diminuer. Cela nous oblige & utiliser une fonction X; dif-
férente en utilisant des arguments de “couplage” : nous majorons le temps de
convergence du processus réel par un processus de type I construit de fagon
ad hoc.

Preuve pour la régle BCDEFG. Nous introduisons deux processus D; et F;
qui comptent respectivement le nombre de fois que ’'on a appliqué une tran-
sition de type D et E durant l'intervalle de temps allant de 0 & ¢. Nous
définissons alors X; tel que : Xy = Z(2°) + ||y + Dy — E.

On vérifie alors que X; prend ses valeurs dans {0, --- ,2n} puisque pour
tout ¢, on a, d’aprés la propriété 4 : Z(2°) — E; > 0 et Dy + Z(2%) < n.
D’autre part, si X; = 0 ou X; = 2n, alors z¢ est un point fixe (trivial) d’ou
(a).

On obtient (b) par :

EAXi 1 || Fil=e(-b—c—d+e+ f+g) +ee—ed
e(=b—c—2d+2e+ f+g)
0.

Pour les conditions (¢) on a :

Pr{AX;;1 >1|2' ¢ F} =Pr{AX;y1 < -1|2" ¢ F}
=e€(2e+ f+9)
=elb+d+e+yg).

Or si 2! n’est pas un point fixe,ona: b+c+d+e+ f+ g > 1. On peut
récrire cette équation sous la forme : 2b+ d + e+ 2g > 1. Par conséquent, au
moins une des quantités b, d, e ou g est supérieure a 1, d’ou (c).

On donc peut appliquer le lemme 11 qui donne Tyq = O[n?]. La preuve
se clot en obtenant une borne inférieure par le calcul du cas une zone (cf.
propriété 7), ce qui donne bien un temps de convergence en ©(n?). O
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Reégles contenant E et ne contenant pas D

En appliquant le lemme 2 sur les points fixes, on trouve que les seuls

points fixes de ces régles sont les points fixes triviaux. D’autre part, on
ne peut converger vers I'un de ces deux points fixes qu’en appliquant la
transition E. Cela implique que *1* est un point fixe qui ne peut étre atteint
a partir d’aucune autre configuration et que le temps de convergence de toute
configuration x € Q™ — {*1*}, correspond au temps d’atteinte de *0*.
Cas de la régle BEF. Pour cette régle, on remarque que les mises & jour sur les
cellules d’étiquette d (i.e., les 0 isolés) sont inactives et que les 1-domaines ne
peuvent fusionner. Nous couplons donc 1’évolution de la régle & un processus
Y; de type II qui suit une martingale sur toutes ses positions sauf lorsqu’il
arrive & sa valeur “maximale” égale & n — 1 pour laquelle il ne peut plus
croitre.

Preuve pour la régle BEF. Soit [ I'étiquette de la cellule mise & jour au temps
t (i.e., | = L(x), avec ¢ cellule mise & jour au temps t), on définit ¥; selon :

Y():]a;0|1
Vi+1 sile{bdletY;<n—1
Yir1=1Y, sile{b,d}etY;=n—1

;-1 sile{ef}

La construction de Y; est ad hoc afin de permettre d’appliquer le lemme 11
on obtient donc une convergence en temps au plus cubique.

Par ailleurs, on vérifie aisément par récurrence que pour tout ¢, ¥Y; majore
le nombre de 1 de x!. En effet, la propriété est vraie par construction au
temps ¢ = 0. Supposons qu’elle soit vraie au temps ¢t. Si Y; < n — 1, alors
les variations de X; et de Y; sont similaires sauf si [ = d auquel cas Y;41 est
supérieur X1 ; la propriété est donc vraie au temps ¢t + 1. Si Y; = n — 1,
en remarquant que la valeur de X; est majorée par n — 1, on en déduit
que la propriété reste également vraie au temps ¢ 4+ 1. Par conséquent, la
convergence de Y; implique bien 2! = *0* € F. X; converge donc en temps
au plus cubique et la borne inférieure s’obtient par le calcul du cas une zone,
ce qui cl6t la preuve. O]

Preuve pour la régle BEG. Cette régle correspond & une version du shift dans
laquelle une seule des deux fusions est autorisée. On vérifie aisément que la
démonstration précédente s’applique en utilisant la fonction g a la place de
la fonction f. O
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Y; 12 11 0 ] )
<n—-2|1l=4d le{b,c} [¢{bc,def,g} [ec{f g} l=e
=n—1 le{b,d} 1¢{bdef} le{e,f}

=n 1 ¢ {e f,g} l€{ef,g}

TAB. 5.2 — Définition d’un processus pour I'analyse de la régle BCEFG. Les

accroissements AY;y1 de Y; sont donnés en fonction de 1 avaleur de Y; et de
I’étiquette 1 de la cellule mise a jour au temps t.

Cas de la régle BCEFG : Considérons X; = |zt|; ; cette fonction ne définit pas
une martingale. En effet, examinons le comportement des cas ol apparaissent
des 0 et des 1 isolés. Pour une configuration w1, la probabilité d’augmenter
le nombre de 1 est de 2¢ et la probabilité de diminuer le nombre de 1 est
de €, on “corrige” donc la fonction X; en retranchant 1 & chaque mise &
jour d’une cellule d’étiquette e. Pour une configuration w,_1, la probabilité
d’augmenter le nombre de 1 est nulle et la probabilité de diminuer le nombre
de 1 est de 2¢, on “corrige” donc la fonction X; en ajoutant 2 & chaque mise
4 jour d’une cellule d’étiquette d.

Preuve pour la régle BCEFG. Soit Y; le processus défini dans le tableau 5.2.

La colonne de gauche donne la condition sur Y;, la colonne de droite associe &
chaque cas défini en fonction des valeurs de [, la valeur AY;;1 des variations
de Y;.

On peut alors vérifier que Y; valide les hypothéses du lemme 11 avec m =
n — 1. En effet, on a :

E[AYi || FYi Sn—2) = e(b+c+2d— 2 — [ —g)
=0,

E[AYir || FuYi=n—1=cb+d—ec—f)
=0.

D’autre part :
Pr{AY;41 >1|Yi <n}=Pr{AYi;1 <-1|Y; <n}
=e(2e+ f+9)

Pr{AYiy1 < —1|Yi=n} = e(e+ f +g).
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(a) ACE 180 (b) ACE 180

s

Fi1G. 5.6 — Diagrammes espace-temps séquentiels de la régle “exponentielle”
CDFG = 180, qui est la régle conjuguée de BCEF = 210. Les conditions
initiales sont aléatoires de densité d;y; = 0.8. La non-connexité des motifs
de 1 s’explique par le fait qu’on représente une génération tous les n pas de
temps (cf. conventions figure 5.3).

Pour vérifier les propriétés (c)du lemme 11, on écrit :

¢ F = btctetrf+g>0
= e>1louf>1
= 2e+ f+g>1(car f=yg)
= e+ f+g>1

En utilisant le méme argument que pour la régle BEF, on prouve que Y;
majore X; et que le temps de convergence de Y; implique que 2! a atteint
un point fixe. Comme Y; vérifie les propriétés du lemme 11, sa convergence
s’effectue un temps Tgeq ~ n? Je ~ n3. Le pire temps de convergence de X; est
donc au plus cubique : Tyeq = O[n?]. On obtient de méme une borne inférieure
par le calcul du cas une zone (cf. propriété 7), ce qui clot la preuve. O

5.4.4 Reégle exponentielle

Théoréme 4. Le pire temps de convergence en moyenne de la régle BCEF
est Toeq = ©(n2"). L’ensemble de ses points fizes est réduit auz point fizes
triviauz et toute configuration différente de *1* converge p.s. vers *0*,
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Preuve pour la régle BCEF. La réduction de I’ensemble des points fixes aux
deux points fixes triviaux découle de ’application du lemme 2. Pour montrer
que toute configuration converge vers *0*, il suffit de montrer que pour toute
configuration qui n’est pas un point fixe, il existe une séquence de mises a
jour de longueur bornée qui méne a *0*. Soit z une configuration et soit
h = (wi) € MY une histoire construite* a partir de la suite (i;) d’indices de
U telle que :

Vt:it:

min{i €U : L(z'), =e ou L(z"), =£} siz' ¢ F
siazt e F

On montre alors qu’une telle orbite asynchrone converge sur le point fixe
*0* en (au plus) n pas de temps (i.e., V& > n,y,,(t) = *0*). En effet, on
remarque que pour toute configuration x qui n’est pas un point fixe, on a :
b+c+e+ f>1doulon tire : e(x) > 1 ou f(xz) > 1 (car e = 0 implique
b=c= fet f>1).]11est donc toujours possible de diminuer le nombre
de 1 de z tant que x n’est pas un point fixe, ce qui permet bien d’atteindre
le point fixe *0* en moins de n pas de temps. On en déduit qu’a chaque
pas de temps, la probabilité que z' converge sur *0* en n pas de temps est
supérieure 4 €” et donc que le temps de convergence de tout point est fini.
La borne inférieure sur Ty, est obtenue par le calcul du temps de conver-
gence dans le cas une zone. En effet, on obtient le jeu d’équations suivant :

To=0

Ty =2e(Tix1 +1) + (1 =3)(T; + 1) + (T +1) Vie{l,---,n—2}

Tn—l = (1 - 6)(7177,—1 + 1) + €(Tn—2 + 1)

qui se résout en T; = %(1 —27%) — % pour tout ¢ € {0,--- ,n —1}.

Pour obtenir la borne supérieure, nous réalisons un couplage entre le

processus d’origine x! et un second processus y' construit comme suit :

— Soient i1 et i2 les indices correspondant & un 0-domaine (quelconque)
de 2°. La configuration y° est obtenue en mettant toutes les cellules
d’indice 7 compris entre i1 et io & I’état O et toutes les autres cellules
alétat 1. 30 est donc une configuration & une seule zone pour laquelle
son 0-domaine coincide avec un O-domaine de z°.

— A chaque pas de temps, on passe de y' & y't! en deux étapes. La
premiére étape consiste & appliquer les mémes transitions dans z! et
y'. La seconde étape consiste & décaler toutes les cellules de y' vers la
droite jusqu’a ce que les frontiére 01 de z! et y* soient alignées.

40n dit qu'une histoire séquentielle (we) est construite a partir de la suite d’indice s
si pour tout ¢, 'indice de la cellule de w: qui est égal & 1 vaut ..
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On vérifie alors que l'on a pour tout ¢ : |yf|; > |2%|; et donc que la
convergence de y' sur *0* implique la convergence de z! sur *0*. Pour cela,
montrons par induction qu’a tout instant ¢, toutes les cellules correspon-
dant au 0-domaine de 3’ sont & I’é¢tat 0 dans z!. L’hypothése est vraie par
construction au temps ¢ = 0. Supposons qu’elle soit vraie au temps t. On
remarque que si une transition B ou C est appliquée, I'hypothése d’induction
reste trivialement vraie puisque l'on a diminué la taille du 0-domaine ; nous
n’examinons donc que l’effet des transitions F ou E.

Supposons que la transition F soit appliquée dans ' et notons ¢ l'indice
de la cellule mise & jour (dans ! et dans y'). Le sous-mot correspondant aux
indices {c — 1,c,c+ 1} s’écrit 011 dans y' et, par application de I’hypothése
d’induction, il s’écrit 01¢ dans ! puisque les frontiéres 01 sont alignées. On
remarque alors que les transitions produisent le méme effet sur a! et sur 3¢
pour ¢ = O (transition E dans ' et F dans y') et pour ¢ = 1 (transitions
identiques dans zt et y?!).

Supposons maintenant que la transition E soit appliquée dans % ; ceci
correspond au cas ol y' est de la forme 1”710 & décalage prés. On remarque
alors que ’on a ou 2! = y! ou z! = *0*, ce qui permet également de valider
I’hypothése d’induction.

Le temps convergence de toute configuration est donc majorée par le
temps de convergence du pire cas une zone et 'on a bien Tyq = ©(n2").

O

5.4.5 Reégles non convergentes

Théoréme 5. Pour les régles BF, BG, BCF, BCFG, les orbites séquentielles
partant d’une configuration différente de *0*, *1* ou *01* (dans le cas ou n
est pair) n’aboutissent jamais a un point fize. De plus, dans une telle orbite,
toute configuration de l’oribite est atteinte un mombre infini de fois presque
stirement.

Preuve pour les régles BF, BG, BCF, BCFG. Pour ces quatre régles, en util-
isant le lemme 2, on obtient que le seul point fixe non trivial est *01* (dans
le cas ou n est pair).

Pour montrer que les orbites séquentielles ne convergent jamais, on sup-
pose qu’il existe une configuration x qui ne soit pas un point fixe et une
histoire (séquentielle) h telles que I'orbite 7y (x) contienne un point fixe
on a alors : Z(x) ¢ {0,n} et Z(y) € {0,n}; ce qui contredit la conservation
du nombre de zones (cf. propriété 3) en évolution séquentielle.

Pour prouver la seconde partie du théoréme, il suffit de montrer que
dans toute orbite, il existe une séquence de mises & jour de taille bornée
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FiG. 5.7 — Diagrammes espace-temps séquentiels de régles non convergentes.

permettant d’aller de n’importe quelle configuration a n’importe quelle autre.
Considérons par exemple le cas de la régle BG. Soient deux configurations
x et y telles que y € 4y, on a alors nécessairement Z(x) = Z(y) (i.e.,
les configurations = et y ont le méme nombre de zones). Dans y, indexons
les positions des frontiéres 10 par ij--- iy, (i.e., i1 = min{i € U : z; =
Oet x;41 = 1}, i = min{i > 41 : 2; = 0 et x;41 = 1}, etc.). Nous allons
passer de = & y en trois étapes. La premiére consiste a faire décroitre la taille
de tous les 1-domaines jusqu’a la taille minimale 1 : cela se fait en mettant &
jour (séquentiellement) les cellules qui ont une étiquette g. On obtient alors
une configuration 2z’ contenant k 1 isolés (i.e., k cellules d’étiquette e). On
peut alors déplacer chaque 1 isolé vers la gauche en mettant séquentiellement
a jour les cellules b puis les cellules g. On place alors chacun des 1 isolé
aux positions ij - -- i (en allant des indices les plus élevés aux indices les
plus faibles). On obtient donc une configuration z” ou les frontiéres 10 sont
alignées avec les frontiéres 10 de y en un temps au plus quadratique. Il reste
enfin & étendre chaque 1-domaine en mettant & jour les cellules b de maniére
& aligner les frontiéres 01 et ainsi obtenir la configuration y.

Cette technique peut s’étendre aux régles BCF, BCFG qui permettent
également de déplacer les deux frontiéres. Pour ces trois régles, ’orbite d’une
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configuration est constituée (presque siirement) de l’ensemble des configura-
tions ayant méme nombre de domaines :

Ve e Q",Privn, ={ye Q" : Z(y) = Z(x)}] = 1.

Enfin, pour la régle BF, on remarquera que seules les frontiéres 01 peuvent
se déplacer (cf. propriété 5), 'orbite issue d'une configuration x est donc
constituée de I’ensemble des configurations y telles que les frontiéres 10 de z
et y coincident. On voit qu’en déplacant les frontiéres 01 par application des
transitions B et F on peut passer de toute configuration de 'orbite a toute
autre ; ce qui clot la derniére preuve de ce paragraphe. O

5.5 Le cas de la dynamique asynchrone paralléle

Le comportement des régles doublement quiescentes, s’il peut étre en-
tiérement déterminé dans le cas de la dynamique séquentielle, est en général
plus difficile & traiter dans le cas de la dynamique asynchrone. Nous pouvons
néanmoins étendre les démonstrations précédentes dans un certain nombre
de cas qui sont présentés dans la suite.

Nous reprenons les mémes notations que dans le paragraphe précédent en
remplacant la dynamique séquentielle par la dynamique synchrone de taux
de synchronisme « dans les définitions. En particulier, ceci est vrai pour la
notation Pr, qui représente la mesure induite par cette dynamique.

5.5.1 Reégles de type “collectionneur de vignettes”

La preuve que nous proposons utilise un théoréme relatif aux fonctions
convexes (ou concaves par symétrie) :

Théoréme 6 (Inégalité de Jensen). Soit f une fonction de U dans R,
ot U est un intervalle ouvert de R, et X une variable aléatoire telle que :
— La fonction f est convere,
-Pr(XelU)=1,
- E(|X]) < 0o (i.e., X est intégrable),
- E(|f(X)]) < oo (i.e., foX est intégrable),
alors :

f(E[X]) < E[f(X)].

Ce théoréme nous permet dans la suite de faire commuter 'opérateur d’e-
spérance et la fonction exponentielle.
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Théoréme 7. Le pire temps de convergence en moyenne de la régle E est
1
@(_ ln(Illfa) )

Preuve pour la régle E. Posons X; = e(z!) et Y; = (li(—;)t, ona:

1

E[Yi1 || Fi ZmE [(Xe1 || Fi]
1
:m(){t — aXt)
(1-a)t

=Y

Y, est donc une martingale.

On pose alors 177 comme étant le temps pour lequel on atteint X; = 1
pour la premiére fois (i.e., 7! est la configuration ot il ne reste qu’un seul
e). T} est un temps d’arrét et on peut écrire : E[Y, ]| = E[Yy] = E[X(]. On
n gL,

(1—a)T1 (1—a)1

Pour appliquer I'inégalité de Jensen sur le dernier terme, on vérifie que 71
est bien intégrable : nous sommes dans le cas simple ot pour toute configura-
tion, il existe un chemin de longueur bornée qui méne au point fixe. D’autre
part, on note que la variable aléatoire (1 — a)’ est également d’espérance
finie puisque l'on a :

a par ailleurs : E[Yp ] = E|

E[(1-a)1]=5"(1-a) Pl =

Nk

-
Il
o

(1-a),

ol

t

Il
o

qui converge bien pour a €]0,1]. Comme la fonction ¢ — (1 — )¢ est
conveze, il vient par application de l'inégalité de Jensen :

1 1
<
E[(l - oz)Tl] ~ (1 - )N
d’ol1 'on tire : In X
nXo
EN<-——_.
Tl < In(1 — «)
Pour arriver a la convergence a *0*, il reste & éliminer le dernier e, ce qui
se fait en un temps moyen égal a T = é Comme la valeur de Xy est
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(a) a=1 (b) a=0.5 (c) Seq.

Fic. 5.8 — Diagrammes espace-temps de la régle B. La méme condition ini-
tiale est utilisée pour les trois diagrammes.

majorée par n/2, le temps moyen total pour converger est donc majoré par

T + Ty = —% + é Comme pour le cas séquentiel, on obtient une

borne inférieure en calculant le temps de convergence de la configuration

(010)™0! pour une taille de grille n = 3m + I, ce qui donne une minoration

par —111;?1_,12)3 + % et clot la preuve. =

On remarquera que cette borne nous fournit également par extension
triviale le temps de convergence de la régle 0=EFGH en régime asynchrone
paralléle (ou séquentiel).

5.5.2 Reégles linéaires

La figure 5.8 montre I’évolution synchrone, asynchrone et séquentielle de
la régle B. On constate que les évolutions sont similaires. On notera égale-
ment que la régleB est la conjuguée de la régle G qui appartient & la classe
expérimentale PR (cf. partie 4.3.2 page 94).

Théoréme 8. Le pire temps de convergence en moyenne des régles B et BC
est T, = O(2).

Preuve. Le procédé de démonstration est le méme que dans le cas séquentiel,
il suffit simplement de remarquer que tant que le processus n’a pas atteint
un point fixe, la configuration courante contient une cellule dans ’état 0
instable. Le nombre de 0 décroit donc en moyenne au moins d’une quantité
« a chaque pas de temps et on peut appliquer le lemme 10 pour obtenir une
borne supérieure du temps de convergence. La borne inférieure est, obtenue
par le calcul du cas une zone, qui est identique au cas séquentiel dans le
cas de la régle B (décroissance des 1-domaines unidirectionnelle d’au plus
un a chaque pas de temps) et facilement obtenu dans le cas de la regle BC
(décroissance bidirectionnelle des 1-domaines). O
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id.

() a=1 (c) Seq.

Fi1G. 5.9 — Diagrammes espace-temps de la régle BDEF. La méme condition
initiale est utilisée pour les trois diagrammes.

5.5.3 Reégles quadratiques

La figure 5.9 montre I’évolution synchrone, asynchrone et séquentielle
de la régle BDEF. On constate que les évolutions sont qualitativement dif-
férentes. On notera également que la régleBDEF est la régle symétrique de
la régle BDEG qui produit une surface accidentée (cf. partie 4.3.5 page 101).

Théoréme 9. Le pire temps de convergence en moyenne des régles BEG,
BDEF et BDEG (shift) est To = ©(57=)-

Preuve pour les régles BDEF et BDEG (shift). Comme dans le cas séquen-
tiel, on vérifie que la fonction X; = |z¢|; permet bien de définir une martin-
gale. En particulier, dans le cas une zone, la probabilité pour X; d’augmenter
(resp. diminuer) de 1 est égale & = a(1 — «), on peut donc appliquer le
lemme 10 en prenant € = § = (1l — ).

Dans le cas ol le nombre de zones est supérieur a 1, nous devons montrer
que les hypothéses du lemme restent valables. A temps ¢ fixé, notons p™ =
Pr[AX > 1] = Pr|[AX < —1] la probabilité que X; augmente (ou diminue)
de plus de 1 (on supprime 'indice ¢ pour alléger les notations). On a alors
la relation pg = Pr|[AX = 0] =1 — 2p™ et pour montrer p™ > 3, il suffit de
montrer py < 1 — 24. Pour cela, nous introduisons la “transformée en z” de
la variable aléatoire AX qui se définit par :

Gax(z)= > PrlAX =iz,

i=—00
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Dans le cas ou 'on a k zones, on peut écrire AX = Zle AX;, ou AX;
correspondant & la contribution la zone d’indice ¢. Or, la loi de probabilité
de AX; est donnée par :

3 sij=1

1-2 15=0
Vi, Pr[AX; = j] = g st

8 si =-—1

0 sinon.

On peut alors utiliser la propriété du produit de Cauchy de séries pour écrire :

k
Gax(z) = Z PI[AX = Z]ZZ
i=—k

k
= [[Gax, )
j=1

z

_ <5+<1—25>+ﬁz)k.

En posant z = e’ on peut alors calculer py comme le premier coefficient de

Fourier de la fonction Gax(z) selon :

1 2w

Po = 2— GAx(ew)de
™ Jo

1 2w

=— [ (1-28+28cosh)kas.
27'(' 0

En remarquant que 3 < 1/4, on montre que la quantité (1 — 25 + 25 cos0)
est inférieure & 1 pour toute valeur de 6. On écrit alors :

1 2

Po = (1 —26+20Fcosh)dd

2 Jo
Sl_Qﬁa

ce qui permet d’obtenir Ti.q = O[n?].
La preuve se termine en examinant le cas une zone. En particulier pour

la. régle BDEG (shift), on obtient : T; = 5=0s.

O
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Ce dernier théoréme nous donne un moyen pour estimer le temps de
convergence dans le cas asynchrone paralléle. En particulier, dans le cas une
zone on voit que la convergence est la plus rapide pour v = 1/2, et pour
la configuration wsg, il vient Tsg = 5000. Ce résultat théorique nous permet
donc d’expliquer en partie les données expérimentales obtenues au chapitre
4. En effet, nous avions remarqué que certaines surfaces d’échantillonnage
de la zone D (cf. partie 4.3.5 page 101) ont une forme “accidentée” et non
reproductible (i.e., deux valeurs de « et dj,; conduisent & deux valeurs de
pexp trés différentes et non constantes).

Nous pouvons maintenant expliquer cette forme par la conjonction de
deux facteurs : (a) Le temps moyen de convergence est supérieur au temps
de transitoire Ti,. (b) D’autre part, on note que ces surfaces restent indéfinies
méme en attendant un temps infiniment long, puisque partant d’une config-
uration xg de densité dy, la probabilité d’atteindre 'attracteur *1* vaut dy
et la probabilité d’atteindre attracteur *0* vaut 1 — dy (cela découle du fait
que X; est une martingale). Cet automate n’est donc méme pas robuste au
sens local (cf. partie 4.2.1 page 81) : en partant d’une configuration donnée,
deux histoires choisies aléatoirement peuvent conduire (avec une probabilité
non nulle) & des orbites ayant des valeurs de p trés différentes.

On remarquera également que pour ces régles, il existe une discontinuité
de comportement pour la valeur o = 1. Ceci signifie que ces deux modéles
ne sont pas robustes & 'introduction d’une petite quantité d’asynchronisme.

Preuve pour la régle BEG. On obtient — comme il est d’usage — la borne in-
férieure par calcul du cas une zone : on peut montrer facilement que ’on a
dans ce cas un processus de type II (cf. 11 page 129). Le cas avec plusieurs
zones est traité avec un argument de couplage : & toute configuration = on
associe une configuration y telle que y soit construite en transformant tous
les 0-domaines de x sauf un en des 1-domaines (i.e., on se donne deux indices

iet javeci <jtelsquex;,_ 1 =z =1etx; =241 =---=xj=0cet on
construit y telle que pour tout indice k de Q™, x vaut 0 si k € {i,--- ,j} et
1 sinon).

En couplant z! et 3!, on peut alors montrer que la convergence de 3!
implique la convergence de zt. Cela signifie que le temps de convergence du
cas une zone majore le temps de convergence du cas général, ce qui clot la
preuve. O
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5.6 Conclusion et perspectives

Cette partie nous a permis de traiter le probléme de 1’étude du com-
portement des automates cellulaires & 1’aide d’outils analytiques. En nous
restreignant aux automates doublement quiescents dans le cas de la dy-
namique séquentielle, nous avons pu quantifier les temps de convergence
en utilisant la propriété centrale de décroissance du nombre de domaines.
Dans le cas de la dynamique paralléle, cette propriété n’est plus valable. Les
résultats peuvent néanmoins étre transposés dans les cas oul la propriété de
décroissance du nombre de zones reste valide ou dans le cas ol la méthode
de couplage s’applique encore.

Les questions qui se posent naturellement & ce stade consistent princi-
palement & déterminer dans quelle mesure les méthodes utilisées peuvent
s’étendre :

— Que peut-on dire pour des voisinages de rayon plus grand que 17 En
effet, lorsque le voisinage n’est plus constitué des voisins immédiats, la
propriété de quiescence des états ne suffit plus a assurer que la non-
croissance du nombre de zones. On pourrait requérir une condition plus
forte comme le fait que 1’état d’une cellule aprés transition doit néces-
sairement faire partie de I’ensemble des états immédiatement voising
de cette cellule.’

— Que peut-on dire lorsque le nombre d’états est supérieur & 27 On
souhaiterait en effet savoir si le fait d’augmenter le nombre d’états
permet d’observer des phénoménes nouveaux ou si les classes ici définies
sont stables.

— Que peut-on dire dans le cas de la dimension 27 On pergoit en effet
que le cas bidimensionnel ouvre de nouvelles possibilités pour les mou-
vements des frontiéres (par exemple la forme spirale) et est sans doute
bien plus riche que le cas unidimensionnel.

Par ailleurs, le codage des régles & ’aide du code de transition a montré
toute son utilité dans cette étude. On pourrait également se demander com-
ment étendre ce codage dans le cas ol ’on a plusieurs états : est-il encore
possible de garder une forme pratique du code dans lequel les symétries sont
obtenues facilement ?

Une autre question importante est de trouver des conditions suffisantes
qui assureraient que le comportement obtenu en séquentiel “passe” au cas

5Une telle condition pourrait s'interpréter comme l'impossibilité de transmettre de
Pinformation & une vitesse supérieure & une cellule par unité de temps. On notera la
proximité de cette condition avec celle qui définit les automates captifs introduits par
Theyssier [The04].

144



asynchrone paralléle. Il est probable qu’une telle extension du cas séquentiel
au cas synchrone ne pourra se faire que pour un nombre limité d’automates.
Le chapitre suivant, consacré a 1’étude des transitions de phase, nous montr-
era qu’il se produit des phénoménes de nature sensiblement différente dans le
cas asynchrone, apportant ainsi une premiére limite a la portée des méthodes
analytiques que nous venons de développer.
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Chapitre 6 Phénomeénes de
transition de phase

L’étude expérimentale des automates cellulaires élémentaires a permis de
mettre en évidence que des changements de comportement brusques se pro-
duisaient lorsque de le taux de synchronisme variait. Le but de ce chapitre
est d’éclaircir la nature de ces changements : existe-t-il un comportement
asymptotique du type “transition de phase” ou s’agit-il d’'un phénomeéne qui
ne peut étre observé que pour les valeurs particuliéres que nous avons choisies
lors des mesures 7 Nous examinons dans un premier temps I’ensemble des au-
tomates cellulaires élémentaires pour lesquels on a identifié la présence d’un
changement brutal de comportement. Nous présentons des données détail-
lées de ce comportement et nous testons I’hypothése de ’appartenance de ce
changement de phase a la classe d’universalité de la percolation dirigée.

Dans un second temps, nous examinons un phénomene similaire de change-
ment brutal survenant dans le cas du Jeu de la vie. Cet automate cellulaire
permet d’observer une discontinuité de comportement en fonction du taux de
synchronisme et montre aussi un changement lié a la valeur de la densité ini-
tiale choisie. Ces phénoménes sont mesurés en introduisant des modifications
aléatoires de la topologie (i.e., des liens entre cellules) ce qui nous permet
d’avoir une premiére idée de I'importance de '’hypothése de régularité de la
grille dans le fonctionnement d’un automate cellulaire.

6.1 Transitions de phase des automates cellulaires
élémentaires

La notion de transition de phase provient du vocabulaire de la thermo-
dynamique. L’exemple de changement de phase le plus couramment rencon-
tré est celui de la transformation d'un corps sous forme solide, liquide ou
gazeuse en fonction de la température & laquelle il est soumis. Dans ce cas,
on constate qu'il existe des températures, dites températures de changement
d’état, pour lesquelles des valeurs physiques des corps, telles que la densité,
la chaleur massique, etc., sont discontinues en fonction de la température :
on parle alors de transition de phase du premier ordre.

On peut également citer l'expérience qui consiste & chauffer un corps
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magnétisé : on observe que la magnétisation de ce corps décroit au fur et
4 mesure qu’il est chauffé et finit par s’annuler totalement a partir d’une
température critique dite température de Curie. Ce phénoméne peut s’expli-
quer & ’aide d’'un modéle trés proche d’un automate cellulaire probabiliste
qui est le modéle d’Ising. Dans sa version la plus simple, ce modéle décrit le
corps magnétique comme un arrangement régulier de micro-domaines mag-
nétiques, les spins, qui peuvent étre orientés soit vers le haut, soit vers le bas.
L’orientation des spins suit alors deux contraintes opposées. D’une part, les
spins tendent & s’aligner dans le méme sens que le sens pris par leurs voisins;
ceci tend & homogénéiser ’alignement des spins et crée la magnétisation du
corps. D’autre part, I’agitation thermique oriente un spin aléatoirement avec
une force qui croit avec la température; ceci a pour effet de désorganiser
localement les spins et de supprimer la magnétisation. On constate alors que
la valeur de la magnétisation (ainsi que celle d’autres paramétres physiques
macroscopiques) varie de fagon continue jusqu’a la température critique puis
s’annule au-dela. On a donc une fonction qui varie de facon continue mais
dont la dérivée varie de fagon discontinue : on parle alors de transition de
phase du second ordre. Le modeéle d’Ising permet de calculer analytiquement
la valeur de la température critique ainsi que la fagon dont les domaines sont
organisés en fonction de la température. En particulier, la thermodynamique
statistique permet de prévoir qu’a la température critique, la figure observée
est auto-similaire (i.e., elle est invariante par changement d’échelle). De plus,
on peut décrire précisément la valeur de plusieurs parameétres macroscopiques
au voisinage du seuil critique : ils suivent des lois de puissance en T'* ol «
est appelé ezposant critique.

Les physiciens ont constaté que de nombreux modéles qui décrivent des
transitions de phase sont robustes dans le sens ou des changements de déf-
inition du modéle peuvent conduire & observer le méme type de transition
de phase avec les mémes valeurs des exposants critiques. Par exemple, dans
le cas du modeéle d’Ising, on observera le méme type de comportement si
Palignement des spins se fait en fonction de quatre, six (grille hexagonale)
ou huit plus proches voisins. Ceci a conduit & introduire la notion de classe
d’universalité qui désigne l’ensemble des phénoménes qui sont décrits par
un méme type de transition de phase avec des mémes valeurs d’exposants
critiques. Notre but est ici de déterminer dans quelle classe d’universalité se
trouvent les discontinuités de comportement identifiées dans le chapitre 4.
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(a) ACE (b) ACE (c) ACE (d) ACE
18, 50, 146, 106,
a=0.70 a = 0.60 a = 0.65 a=0.70

() ACE (f) ACE (8) ACE (h) ACE 6,
178, 26, 58, a=0.30
o = 0.50 o =0.45 o =0.30

FiG. 6.1 — Diagrammes Espace-temps des régles faisant apparaitre une tran-
sition de phase du second ordre. Le taux de synchronisme « est choisi au
voisinage du seuil critique.
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6.1.1 Classe d’universalité de la percolation dirigée

On rappelle que les régles pour lesquelles une transition de phase avait
été observée pour des valeurs du taux de synchronisme « > 1 forment la
classe SPT et correspondent aux codes {18, 26, 50, 58, 106, 146, 178} = {
BCEFGH, BCEGH, BCDEFGH, BCDEGH, BDEH, BCEFG, BCDEFG } ; auquel il
faut rajouter la régle 6 = BFGH. On remarquera que pour tous ces automates,
sauf 178, seul I’état 0 est quiescent alors que 'automate 178 est doublement
quiescent.

La figure 6.1 montre qu’au voisinage du seuil critique, tous les dia-
grammes espace-temps de ces régles font apparaitre une structure branchée
dans laquelle les branches peuvent se diviser ou mourir. Ce type de figure
branchée rappelle d’autres expériences ol le changement de phase est du
type de la percolation dirigée.

Selon Pajot [Paj0l], le premier processus de percolation a été étudié
physiquement par Flory (en 1941) et Stockmayer (en 1943) pour décrire le
phénomeéne de polymérisation de molécules ramifiées. Le probléme est défini
mathématiquement par Broadbent dans le probléme qui consiste & étudier
la pénétration d’un fluide ou d’un gaz dans un labyrinthe comportant des
passages fermés ou ouverts. Le terme de “percolation” est pour la premiére
fois utilisé par Broadbent et Hammersley dans un article fondateur [SJ57]
ol la percolation est définie comme le modeéle dual de celui de la diffusion.
En effet, alors que la probléme de la diffusion consiste & savoir comment
évolue un fluide aux mouvements aléatoires dans un milieu fixe (et régulier),
le probléme de la percolation consiste & étudier comment évolue un fluide aux
mouvements déterministes dans un milieu aléatoire. Le concept de percola-
tion dirigée a été originellement utilisé en physique pour décrire la possibilité
pour un fluide évoluant dans une direction privilégiée de traverser un milieu
poreux. L’exemple étudié par Broadbent et Hammersley est celui de la fab-
rication d’un masque & gaz : le gaz traverse un milieu formé de granules de
carbone poreux qui permet de filtrer le gaz. Si ces granules sont bien espacés
les uns des autres, le gaz peut passer. En revanche, s’ils sont trop resserrés, le
gaz est bloqué et le filtre ne peut plus remplir sa fonction. Comme on cherche
4 maximiser le contact entre granules et gaz, le probléme consiste & déter-
miner précisément ol se situe le seuil critique de blocage du gaz. Un autre
exemple, qui explique I’étymologie du terme “percolation”, est celui du café.
Ici c’est la pression du filtre qui joue le role de paramétre critique puisque
Pon cherche maximiser la pression pour accroitre la “force du café” (contact
eau-café) mais si celle-ci dépasse un certain seuil, ’eau ne peut plus traverser
le filtre. De nombreuses autres situations peuvent étre évoquées et le lecteur
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peut consulter les travaux de Pajot [Paj0l1] et Hinrichsen [Hin00a, Hin00b]
pour des exemples de 'utilisation du modeéle de percolation (dirigée ou non)
en physique, chimie, biologie ou en économie.

Classiquement, on présente la percolation dirigée avec un processus stochas-
tique discret que nous appelons “processus canonique”. Ce processus se déroule
sur une grille formée de sites disposés en ligne (de taille infinie) et réguliére-
ment espacés. Chaque site peut avec une certaine probabilité p établir un
lien avec les sites voisins situés dans la ligne du dessous. L’ensemble de sites
connectés par ces liens est appelé un amas (“cluster”). On dit que le proces-
sus suit une loi de percolation s’il existe un seuil p., dit seuil critique, pour
lequel la probabilité de voir un amas de taille infinie est nulle pour un seuil
p < pe et est non-nulle pour p > p.. Intuitivement, on percoit bien que la
taille moyenne d’un amas va croitre au fur et & mesure que p augmente, le
seuil critique représente la valeur de p pour laquelle cette taille diverge.

Dans le cas qui nous concerne, un amas sera défini par l’ensemble des
cellules qui ont été au moins une fois dans leur histoire a 1’état 1. Cette
notion se définit de la méme fagon en deux dimensions ou plus.

6.1.2 Caractéristiques de la percolation dirigée

Une caractéristique de la classe d’universalité de la percolation dirigée
est que, quel que soit le phénoméne considéré, la densité de “sites actifs” d,.
varie en fonction de la probabilité p d’établir un lien selon la relation :

dac ~ (p — pc)ﬁ-

pour p qui tend vers p. par valeurs supérieures. Il est & noter que cette notion
de “site actif” n’est pas définie formellement. Dans le cas des automates cellu-
laires O-quiescents, on peut par exemple choisir de prendre le ratio de cellules
dans l’état 1 ou le ratio de cellules dans un état instable (i.e.on 'application
de la régle locale conduit & un changement d’état)! . On sait également qu’au
voisinage du seuil de transition, la “largeur” moyenne des amas £, (on parle
également de longueur de corrélation spatiale) varie comme :

EL~p—p| ",

1On trouve également la dénomination de “paramétre d’ordre” pour ces parameétres
macroscopiques qui caractérisent la transition de phase. Dans le cas général d’une transi-
tion de phase avec brisure de symétrie (théorie de Landau), on appelle paramétre d’ordre
toute quantité (un scalaire, un vecteur, un tenseur, etc.) dont le passage d’une valeur non
nulle & une valeur nulle traduit le changement de phase.
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exposant || d =1 d=2 d=3 d>4
B 0.276486(8) | 0.584(4) | 0.81(1) |1

vy 1.096854(4) | 0.734(4) | 0.581(5) | 1/2
Y| 1.733847(6) | 1.295(6) | 1.105(5) | 1

TAB. 6.1 — Valeurs des exposants critiques pour les transitions de phase
appartenant a la classe d’universalité de la percolation dirigée. Les valeurs
sont reproduites d’apreés la synthése de Hinrichsen [Hin0Oa], les parenthéses
indiquent l'incertitude sur la valeur du dernier chiffre.

et que la “longueur” moyenne des amas ¢ (on parle également de longueur
de corrélation temporelle) varie comme :

|_”H_

&)~ |p—pe

La classe de la percolation dirigée se caractérise par les valeurs des ex-
posants critiques indiqués sur la table 6.1. Il est & noter que les valeurs de
ces exposants ne sont pas connues analytiquement et que leur calcul pour les
dimensions 1, 2 et 3 reste & ce jour un probléme ouvert important dans la
théorie des transitions de phase du second ordre. On remarquera également
le comportement singulier du phénoméne pour des dimensions supérieures &
trois : les valeurs des exposants critiques ne varient plus avec la dimension
et sont connues analytiquement?.

6.1.3 Protocole expérimental

Pour tester la validité de I’hypothése de la percolation dirigée, nous allons
nous restreindre & la mesure de I'exposant critique (. Idéalement, il faudrait
aussi mesurer les deux autres exposants critiques mais nous suivrons la dé-
marche adoptée par la majorité des auteurs qui, en général, se contentent de
calculer la valeur de I'exposant critique f3.

Pour calculer cet exposant critique, nous mesurons la densité moyenne
asymptotique p = f(«) en prenant toujours une configuration aléatoire de
densité initiale di,; = 1/2. Nous faisons I’hypothése que le taux de syn-
chronisme « contréle ’apparition du phénoméne de seuil; o jour donc le
méme role que p dans le “processus canonique” donné ci-dessus. La valeur

2La dimension d = 4 est appelée dimension critique. Pour une explication détaillée de
cette discontinuité de comportement vis-a-vis de la dimension, nous renvoyons a [FHLO01]
et [Hin00a].
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de p est obtenue avec le méme protocole qu’au chapitre 4 en laissant le sys-
téme évoluer pendant un temps de transitoire T}, puis en mesurant la valeur
moyenne du parameétre densité pendant un temps Tech-

Pour assurer la validité des données, nous devons étre capables d’évaluer
I'influence des paramétres n, Ti, et Ty, sur la stabilité des résultats.

Contraintes dues au cas fini

La difficulté qui se pose pour montrer expérimentalement qu’une transi-
tion de phase appartient & la classe d’universalité de la percolation dirigée
est que les mesures se font en taille finie. On ne peut donc qu’extrapoler, par
passage a la limite le comportement en taille infinie. De plus, ce dernier pas-
sage est deélicat : il est arrivé & plusieurs reprises [Hol03, GKvdT84, Gra99|
que les observations en taille finie conduisent & des conclusions fausses. En
effet, aux fluctuations de mesures dues a 1’évolution aléatoire viennent sou-
vent s’ajouter des erreurs systématiques qui faussent les résultats dans un
sens prédéterminé. Les analyses statistiques peuvent détecter les fluctuations
des mesures car celles-ci apparaissent sous forme d’un bruit qui s’ajoute a
une fonction réguliére. En revanche, il est plus difficile d’identifier les erreurs
systématiques et seule une compréhension approfondie du phénoméne que
l'on étudie permet de les identifier.

Dans le cas qui nous concerne, nous choisissons de tracer la fonction
p = f(«) une valeur de p en partant d’une unique condition initiale & o fixé.
Or, ces valeurs sont variables d’une expérience & I'autre en raison du choix de
I’histoire et du choix de la condition initiale ; on ne peut donc pas affirmer que
la fonction obtenue représente fidélement le comportement attendu pour des
grilles de taille infinie. Pour se rapprocher du comportement asymptotique,
on peut par exemple prendre plusieurs configurations initiales pour chaque
valeur de « et & associer & p la moyenne des valeurs mesurées. Les variations
de p en fonction de la configuration initiale et de I’histoire peuvent alors
étre représentées, comme c’est généralement le cas en physique, sous forme
de barres d’erreur centrées sur les points de la courbe. Néanmoins, nous
estimons que cette méthode traduirait mal ce qui se passe réellement dans
le systéme.

En effet, il arrive que pour des valeurs de « sur-critiques proches de
Q, le systéme atteigne *0* par le jeu des fluctuations. Or *0* étant un état
absorbant, le systéme reste dans cet état alors qu’on se trouve bien en régime
sur-critique : on peut parler d’une “mort prématurée” du systéme qui est
uniquement due au fait que les observations se font sur des systémes de
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taille finie®. Nous préférons donc reprendre la méme démarche que dans le
cas du tracé des surfaces d’échantillonnage (cf. partie 4.1 page 80) : plutot
que d’effectuer une moyenne, nous choisissons de prendre un pas trés fin pour
I’échantillonnage de «. Les fluctuations qui apparaissent peuvent alors étre
évaluées en fonction de la régularité de la fonction : si celle-ci est “lisse”, on
évalue un bruit faible alors que si elle prend un aspect “accidenté” on sait
que le phénomeéne étudié et trés variable puisque deux valeurs de a proches
conduisent & des valeurs mesurées différentes.

L’allure des courbes p = f(«) est montré sur la figure 6.2 pour des valeurs
de n allant de 50 & 10000.

On notera tout d’abord que la forme des courbes est similaire pour
I’ensemble des automates & ’exception des ACE 6 et 178. Par rapport aux
autres automates, ’ACE 6 semble “inversé” puisque le passage du régime
sous-critique au régime sur-critique s’obtient en faisant augmenter le taux
de synchronisme. En ce qui concerne, ’ACE 178, on constate que le pas-
sage de I'état sur-critique a 1’état sous-critique se traduit par des oscillations
autour de la valeur moyenne d = 0.5. A priori, il semble que la transition
de phase de cet automate n’appartienne pas a la classe d’universalité de la
percolation dirigée et nous l'excluons donc de la suite de ’étude.

Choix de la valeur des paramétres du protocole expérimental

Un examen détaillé des courbes montre que, conformément & ce qui est
attendu, plus n augmente et plus la courbe obtenue est “lisse”. Ceci s’ex-
plique facilement par le fait que les fluctuations de la densité deviennent
plus faibles lorsque le nombre de cellules augmente (lois des grands nom-
bres). Le phénomeéne de “mort prématurée”’ est nettement visible pour les
faibles valeurs de n sous forme de “décrochages” de la courbe. On observe
que pour les temps de transitoire et d’échantillonnage choisis, les courbes
semblent converger vers une courbe “limite” et que les phénoménes de “mort
prématurées” ne sont plus observées pour des tailles d’anneau supérieures a
100.

Afin d’évaluer 'influence des parameétres T, et Tecn, nous avons reproduit
Pexpérience précédente du calcul de la courbe p = f(«) en faisant changer le

3Une solution possible pour pallier ce probléme consisterait 4 introduire un faible niveau
de bruit qui permettrait au systéme de “repartir”. Néanmoins nous n’avons pas souhaité
essayer cette méthode afin de ne pas introduire de degré de complexité supplémentaire
dans Panalyse du protocole expérimental : il faudrait en effet savoir régler ce niveau de
bruit de facon suffisamment fine pour éviter les “morts prématurées” tout en gardant la
possibilité d’avoir des courbes de bonnes qualité.
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temps de transitoire T;, pour des valeurs allant de T}, = 100 & T3, = 50000.
Nous avons constaté que pour des tailles de grille n < 500 ’accroissement de
Tir n’est pas nécessairement bénéfique en terme de qualité des courbes. Ceci
indique que le temps de transitoire doit étre ajusté en fonction de la taille
de 'anneau : si Ti, est trop faible, 'erreur systématique due au fait qu’on
observe en temps fini est trop grande car on ne s’est pas suffisamment rap-
proché de la situation idéale “d’équilibre thermodynamique”. A l'inverse, si la
valeur de Ti, est trop grande, on prend le risque de voir le systéme atteindre
Iattracteur *0* alors qu’il est en régime sur-critique. En ce qui concerne le
temps d’échantillonnage Tee,, nous n’avons pas constaté d’influence notoire
sur la qualité des courbes a partir de T, > 1000.

6.1.4 Deétermination des seuils critiques

L’examen direct de courbes p = f(«) ne permet pas de déterminer les
valeurs du seuil critique a. avec suffisamment de précision. En effet, le cal-
cul de B impose de faire une régression en calculant les valeurs des trois
paramétres a., 3 et C a partir de la fonction p = C.(a — a.)®. Une telle
régression peut effectivement s’effectuer & l'aide de méthodes numériques
appropriées? mais on constate expérimentalement que cette méthode donne
des résultats trop imprécis.

Pour obtenir la valeur de [ nous avons suivi la méthode utilisée par
Grassberger [Gra99] qui consiste & mesurer la valeur du seuil critique a,
avec une premiére expérience puis d’utiliser cette valeur pour effectuer une
seconde expérience qui permet d’obtenir les deux paramétres C' et 3 par une
régression. La premiére partie de la méthode consiste & obtenir la courbe d(t)
de la densité en fonction du temps pour une condition initiale aléatoire de
densité 1/2. La théorie prévoit en effet que pour le régime critique (o = a.),
la valeur d(t) varie selon la loi de puissance : d(t) = do-t~° , avec § ~ 0.1595.
La représentation en échelle logarithmique de la fonction d(t) donne donc une
droite de pente —§. Par ailleurs, on sait qu’en régime sous-critique, la fonction
décroit plus rapidement qu’en régime critique et qu’en régime sur-critique,
la fonction décroit plus lentement qu’en régime critique. Ceci indique que les
courbes en représentation logarithmique sont concaves pour a < a, (régime
sous-critique) et convexes pour « > «. (régime sur-critique). Nous avons
donc, pour chaque automate, tracé les courbes d(t) pour différentes valeurs
de a et déterminé o en fonction du changement de concavité des courbes®.

*Nous avons utilisé les méthodes numériques de régression du logiciel GnuPlot.

®Nous partons toujours d’une densité initiale d = 1/2, la concavité des courbes doit
donc étre estimée aprés un certain temps de transition.
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ACE 6 18 26 50 o8 106 146
o 0.282 | 0.713 | 0.475 | 0.627 | 0.336 | 0.814 | 0.674

TAB. 6.2 — Valeurs du taux de synchronisme critique . pour les régles
étudiées. le dernier chiffre est incertain (la précision est estimée a +0.005).

ACE 6 18 26 50 o8 106 146
B 0.274 | 0.265 | 0.267 | 0.281 | 0.275 | 0.247 | 0.278
Ap || 0.007 | 0.013 | 0.007 | 0.003 | 0.010 | 0.027 | 0.008

TAB. 6.3 — Valeurs de 'exposant critique ( et intervalle d’incertitude AS
obtenu lors de la régression linéaire.

Les résultats obtenus sont présentés sur la table 6.2.

Disposant des valeurs approchées de ., nous pouvons maintenant déter-
miner 3 a I’aide des régressions. Les résultats sont présentés dans le tableau
6.3. Ils ont été obtenus pour des valeurs T, = 50000 , 1o, = 1000, n = 1000,
un pas d’échantillonnage de aip = 0.002.

On constate que les valeurs mesurées sont proches de la valeur attendue
de Bin ~ 0.276. Il est important de noter que l'incertitude sur 3 est l'incerti-
tude lors de la régression ; elle ne prend donc pas en compte les erreurs sys-
tématiques dues aux effets de taille finie. Notons par ailleurs que l'intervalle
de «a pour lequel la régression est effectué est choisi de maniére empirique.
Nous ne savons pas a ce jour comment justifier du choix de 'intervalle.

Ces résultats préliminaires suggérent que pour sept des huit automates
examinés, le changement de comportement observé est bien une transition
de phase, et que elle appartient & la classe d’universalité de la percolation
dirigée. Néanmoins, ces mesures doivent étre précisées afin de confirmer cette
hypothése avec un plus grand degré de certitude. Dans cette optique, il est
nécessaire d’obtenir une précision bien plus grande pour la mesure des seuils
critiques a.. Nous devons également étudier le phénomeéne plus en détail de
maniére & pouvoir estimer quantitativement l'importance des erreurs systé-
matiques.

En ce qui concerne le cas isolé de 'automate 178, la singularité de son
comportement peut s’expliquer & l'aide de 'hypothése suivante : il s’agit
du seul automate qui est doublement quiescent pour lequel les deux états
0 et 1 sont deux états absorbants (i.e., les 1-domaines disparaissent sur un
fond de 0 et vice-versa). En effet, contrairement aux autres automates pour
lesquels les 1-domaines sont de faible taille, on observe pour ’ACE 178
une distribution équilibrée des deux types de domaines. A 'appui de cette

156



hypotheése, nous indiquons que 1’étude théorique des transitions de phase
montre que le nombre d’états absorbants d’un systéme est une donnée fon-
damentale (cf. [GKvdT84, Hin00a] par exemple). En présence de deux états
absorbants symétriques, la classe d’universalité de la transition de phase peut
étre celle de la percolation dirigée Zo-symétrique. L’allure des diagrammes
espace-temps de la régle 178 et la forme des amas obtenus pour cette classe
(cf. [Hin00a]) de transitions de phase sont trés proches. Nous disposons donc
14 aussi d’une autre piste a explorer.

Afin d’aller plus loin dans I’étude de la robustesse, nous examinons main-
tenant le cas du Jeu de la vie pour lequel on a également constaté l'existence
d’une transition de phase du second ordre.
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6.2 Transitions de phase du Jeu de la vie

Nous allons dans ce paragraphe étudier le Jeu de la vie dans un cadre
plus général que le modéle classique en ajoutant de ’asynchronisme et des
modifications de topologie de maniére simultanée.

6.2.1 Perturbations de topologie

On rappelle qu’en deux dimensions, le voisinage de Moore d’une cellule
cde U = (Z/nZ) x (Z/nZ) est défini comme l’ensemble des cellules situées
a une distance 1 de ¢ au sens de la norme 1 (cf. définition 9 page 20).

Nous introduisons maintenant la notion de voisinage perturbé pour lequel
on associe & toute cellule ¢ le voisinage Vp(c) obtenu en examinant toutes
les cellules de l’ensemble V'(c¢) et en supprimant une cellule de V(¢) avec une
probabilité E—, appelée taux de liens manquants.

Cette perturbation correspond & la modéliser le fait qu’une cellule peut
ne pas “voir” une de ses voisines. Il existe d’autres facons de perturber la
topologie d’'un automate cellulaire, le cas le plus employé étant sans doute
celui de la redirection de liens ol on applique des constructions de graphe
de type graphe “petit monde” [SV02]. Dans le cas des perturbations avec
suppression de lien, il est important de noter que la localité des interactions
est conservée : cette facon d’opérer permet de garantir que seules des cellules
proches se retrouvent dans un méme voisinage.

Le Jeu de la vie est alors défini sous forme de régle totalisante-externe
(cf. définition 30 page 30) selon :

1 sii—3
f(0,i) = { S? ! (régle de naissance)
0 sinon
et
1 i1 2,3
f(L,0) = { S? e {23} (régle de survie)
0 sinon

ou ¢ représente le nombre de cellules de V(c) se trouvant dans I’état 1.

Cette définition permet d’appliquer le Jeu de la vie pour des voisinages
de taille quelconque et on voit qu’une définition équivalente du Jeu de la vie
avec perturbations de topologie est de considérer les cellules “manquantes”
comme des cellules qui renvoient toujours 1’état 0.
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(a) « =100, E~ =0

Fi1G. 6.3 — Exemple de configurations du jeu de la vie pour n = 50 obtenues
a un temps ¢ = 1000. (a) Dynamique synchrone : le systéme a atteint un
point fixe de faible densité. (b) Dynamique asynchrone o = 0.50 : le systéme
a atteint un état stationnaire. (c) Dynamique séquentielle : le systéme a
atteint un état stationnaire (aprés 1000 passes de n? = 2500 pas de calcul
chacun). Les conditions initiales sont aléatoires de parameétre d;,; = 1/2.

6.2.2 Premiéres observations

Les variations de comportement lors de ’ajout d’asynchronisme sont il-
lustrées sur la figure 6.3. On voit que le passage de la dynamique synchrone
4 la dynamique asynchrone produit un changement qualitatif de comporte-
ment. En dynamique synchrone, le systéme converge lentement vers des cy-
cles (éventuellement dégénérés en points fixes). L’attracteur est de faible
densité (i.e., inférieur & 0.1) et il est constitué de zones qui n’interagissent
pas entre elles. Ces zones peuvent étre constituées de motifs qui sont fixes
ou de motifs qui clignotent( “cycles locaux” de longueur 2), les cycles de
longueur supérieure & 2 étant rarement observés. Ce type d’attracteur est
appelé la phase inactive-dipersée (“inactive-sparse” dans [HZTJ03]). En dy-
namique asynchrone, pour des taux de synchronisme « inférieurs & 0.90,
nous observons un comportement tout autre. Le systéme ne semble pas con-
verger ; il se maintient dans un état stationnaire oil des lignes paralléles de
faible longueur semblent se former. Ce type d’attracteur est appelé la phase
labyrinthe (“labyrinth phase” dans [KA86, HZTJ03] et “overcrowding” dans
[MA97]). Nous verrons dans la suite comment nous caractérisons ces deux
phases.

La figure 6.4 montre I’évolution du comportement en dynamique syn-
chrone lorsqu’on ajoute des perturbations. Nous voyons qu’il n’y a pas de
changement qualitatif observable (en termes d’attracteurs). On peut néan-
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FiG. 6.4 — Exemples de configurations limites du jeu de la vie pour la dy-
namique synchrone et £~ variable.

moins noter que le systéme atteint plus rapidement un cycle dans le cas ol
l'on augmente le taux de perturbation E~ : pour n = 50, dans le cas de
la topologie réguliére, il est fréquent d’observer des transitoires de longueur
supérieure & t = 1000 alors que pour £~ > 0.05, le systéme semble toujours
converger en moins de ¢t = 100 pas.

L’effet des variations conjointes du taux de synchronisme £~ et du taux
de liens manquants E~ est montré sur la figure 6.5. On peut observer que
pour E~ = 0, la transition entre la phase inactive-dispersée et la phase
labyrinthe se produit pour des valeurs du taux de synchronisme comprises
dans l'intervalle [0.75,0.90]. Lorsqu’on augmente le taux de liens manquants,
pour E~ = 0.05, on voit que la transition a lieu dans 'intervalle [0.50, 0.75].
Enfin, on constate que pour £~ = 0.10, la transition de phase n’est plus
observable. Nous voyons donc qu’il existe un lien étroit entre la topologie et
le synchronisme des transitions dans le comportement du Jeu de la vie; dans
le prochain paragraphe, nous examinons ces liens de maniére plus détaillée.

6.2.3 Approche quantitative

Pour détecter ’apparition de la phase de “labyrinthe”, nous souhaitons
également utiliser un paramétre macroscopique. Les observations montrent
que les configurations de la phase de labyrinthe contiennent plus de 1 que les
configurations de la phase inactive-dispersée. Aussi, nous reprenons la densité
moyenne p (cf. définition 37 page 81) comme paramétre macroscopique de
caractérisation du changement de phase.

La figure 6.6 montre comment les surfaces d’échantillonnage se modifient
lorsque le taux de liens manquants £~ augmente. Afin de bien mettre en
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FIG. 6.6 — Surfaces d’échantillonnage obtenues pour £~ € {0.02,---,0.10}
(du haut vers le bas), n = 50, T}, = 1000, Tee, = 1000. Dans la colonne
de gauche, les surfaces sont obtenues avec une échelle diy; différente afin de

permettre d’étudier plus précisément le comportement de 'automate pour
des faibles densités.
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évidence les deux types de changements observables, nous avons séparé la
surface en deux parties : la partie de gauche représente les faibles densités
initiales avec un intervalle din; = [0,0.2](0.02) ; la partie de droite représente
les autres densités initiales avec un intervalle di,; = [0.2,0.8](0.2).

Examinons tout d’abord ce qui se produit pour la colonne de droite et
dini € [0.2,0.8]. L'invariance de la surface par rapport a 'axe des diy;i traduit
le fait que dans cet intervalle, I’état stationnaire atteint par I’automate ne
dépend pas de la densité initiale. Dans le cas de la topologie perturbée, nous
voyons que la transition de phase a lieu pour a. ~ 0.9. Blok et Birgersen
[BB99] ont étudié ce changement de phase pour des valeurs de n allant de 32 &
512 et leur mesures donnent o, = 0.9060£0.0004. Pour la densité, 'exposant
critique calculé vaut 5 = 0.595 4 0.004 et pour l'activité (i.e., le nombre de
cellules dans un état instable), 'exposant critique vaut 5’ = 0.595 + 0.006.
Ces mesures sont pleinement compatibles avec les résultats prévus pour le
phénomene de percolation dirigée (cf. tableau 6.1 page 152).

Les figures montrent que lorsque le taux de liens manquants £~ aug-
mente, la valeur de a. décroit. Ceci peut s’interpréter comme un gain de
robustesse vis-a-vis de notre paramétre d’observation : la plage des valeurs
pour lesquels le paramétre p reste constant grandit avec E~. On voit égale-
ment que pour £~ = 0.08, la hauteur maximale de la surface baisse consid-
érablement et que pour £~ = 0.10, il n’y a plus de changement de phase
observable. Ces observations semblent indiquer que le passage de la phase
inactive-dispersée a la phase labyrinthe est un phénoméne qui dépend forte-
ment de la topologie.

Examinons maintenant ce qu’il se produit pour les surfaces de la colonne
de gauche qui correspondent aux faibles densités initiales di,; € [0,0.2]. Dans
le cas ou la topologie n’est pas perturbée, nous observons que la surface
atteint sa hauteur maximale de saturation pour une valeur de d;,; supérieure
a un seuil donné df ;. On observe également qu’au fur et a mesure que le
taux de liens manquants augmente, le seuil d; semble se déplacer vers de
plus fortes valeurs. De méme, la transition de phase devient moins visible
pour £~ = 0.08 et disparait pour £~ = 0.10, rendant alors invisible une

transition en fonction de la densité initiale.

Ces expériences ont été conduites pour différentes valeurs de tailles de
grilles n : on observe que les valeurs du seuil critique o restent constantes
alors que les valeurs du seuil critique d; diminuent lorsque n augmente. Le
prochain paragraphe propose une premiére explication qui permet de saisir

la différence de nature entre ces deux transitions.
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k 0112 3 4 5 6 7 8 9
EZ=0]0|0]0]128]|4.34 | 7.88 | 14.52 | 21.76 | 29.92 | 40.90
E™ = 0(0|0]0.28 217|393 | 7.22 | 11.18 | 15.34 | 21.70
E~ = 0(0]0]019]0.72|124| 240 | 3.96 | 5.52 | 8.00
E-=6]0|0]0]0.02]0.06]|0.09]| 024 | 034 | 0.63 | 1.30

TAB. 6.4 — Probabilité Pyerme(k) pour une micro-configuration d’étre un “ger-
me” (en %) en fonction du nombre k de 1 qu’elle contient et pour différents
taux de liens manquants E~ (en %).

6.2.4 Analyse i l’aide des micro-configurations

L’observation des orbites asynchrones du Jeu de la vie montre que la
phase de labyrinthe peut dans certains cas se développer & partir de parties
de la grille trés localisées puis s’étendre sur toute la grille jusqu’a ce que le
systéme ait atteint un état stationnaire. Par analogie avec la formation d’un
cristal, nous désignons par le termes de “germes” ces sous-configurations qui
ont la possibilité de donner naissance & une phase de labyrinthe.

Nous avons examiné le comportement des germes en procédant & une
analyse de ’évolution de tous les motifs de taille 3 x 3 qui sont placés dans
une grille ou toutes les autres cellules se trouvent & 1’état 0. L’évolution
de ces motifs, que nous désignons par le terme de micro-configurations, est
testée avec différentes histoires afin de connaitre quelle est la probabilité
pour qu’une micro-configuration donnée serve de germe (i.e., permette le
développement de la phase labyrinthe sur toute la grille).

En fixant le taux de synchronisme arbitrairement 4 la valeur o = 0.5, nous
avons estimé la probabilité Pyerme[i] pour qu’une micro-configuration 4 soit un
germe en prenant 1000 histoires différentes. Le critére que nous avons choisi
pour dire que nous avions atteint la phase de labyrinthe est que la densité
atteint dy, = 0.1. En effet, nous avons observé que si le développement
du germe est capable d’augmenter le nombre de 1 en partant de la micro-
configuration jusqu’a un taux constant, cela signifie presque toujours que ce
développement va continuer & se développer jusqu’a remplir toute la grille
et donc que 'automate va atteindre la phase de labyrinthe.

L’examen exhaustif du comportement des 2 micro-configurations mon-
tre bien que certaines micro-configurations n’ont pas la possibilité d’étre des
germes alors que d’autres micro-configurations ont une probabilité non-nulle
de donner naissance & la phase de labyrinthe. Afin de présenter ces résul-
tats de maniére synthétique, nous avons regroupé les micro-configurations
en fonction du nombre k de 1 qu’elles contiennent. L’estimation expérimen-
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F1G. 6.7 — Représentation graphique de la probabilité Pgerme(k) pour une
micro-configuration d’étre un “germe” (en %) en fonction du nombre k de 1
qu’elle contient et pour différents taux de liens manquants £~ (en %).

tale de la probabilité Pyerme[k] qu'une micro-configuration k serve de germe
dans une grille ayant un taux de liens manquants E~ est montrée sur le
tableau 6.4 et représenté graphiquement sur la figure 6.7. Nous voyons que
pour les micro-configurations ol k est inférieur & 2, on n’observe jamais de
germes : cela peut se déduire facilement de 'application des régles du Jeu de
la vie. Pour des valeurs de k supérieures ou égales a 3, on voit que la crois-
sance du nombre k de 1 dans la micro-configuration augmente la probabilité
d’étre un germe.

6.2.5 Des micro-configurations au comportement global

Idéalement, on souhaiterait pouvoir disposer d’outils analytiques afin de
déduire le comportement global avec des techniques similaires & celles du
chapitre 5. Malheureusement, le cas du Jeu de la vie est plus difficile & traiter.
Aussi, nous effectuons une hypothése de “développement indépendant des
germes” : les interactions entres les germes potentiels sont négligées et nous
supposons que la phase de labyrinthe est atteinte s’il se trouve au moins un
germe dans la configuration initiale. Nous examinons donc les cellules de la
configuration initiale une par une et si nous désignons par Ppp; la probabil-
ité par cellule d’avoir un germe, la probabilité P p d’atteindre la phase de
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labyrinthe est : PLp =1 — (1 — Ppp1)™". Pour calculer Pppi, nous utilisons
la formule Prp; = 7o Paerme (k) - Papp (K dini), 00t Papp(k, dins) est la prob-
abilité pour qu’une micro-configuration initialisée avec une densité initiale
dini contienne k cellules a 1’état 1. Cette derniére quantité est simplement
obtenue avec la formule du binome : Py, (k, dini) = (2) dinik(l R

Les valeurs théoriques et les valeurs expérimentales de Ppp(din;, £~ ) sont
présentées sur les courbes de la figure 6.8. La comparaison des deux courbes
montre un accord qualitatif, méme si les prédictions semblent plus justes
pour les petites valeurs de £~

Cette hypothése nous permet d’interpréter le comportement du Jeu de
la vie lorsque les deux types de perturbations se conjuguent. Considérons
dans un premier temps le changement observé pour di,; € [0,0.20] : un
tel changement peut provenir du fait que lorsque din; augmente, les micro-
configurations contiennent plus de 1 en moyenne, ce qui augmente statis-
tiquement la probabilité d’observer d’apparition d’'un germe. Nous pouvons
également comprendre l'invariance des surfaces d’échantillonnage pour l'axe
des din; pour dipn;i € [0.2,0.80] : la figure 6.8 montre bien que la probabilité
d’atteindre la phase de labyrinthe s’approche de 1 puis sature pour diy; ~ 0.2.
Par ailleurs, le décalage de la valeur critique df,; observé sur la figure 6.6
peut s’expliquer en regardant les variations de Pyerme (k) en fonction de E™ :
ces probabilités sont décroissantes avec £~ . De plus, si notre hypothése est
valide, nous pouvons déduire qualitativement la variation de df; en fonction
de n : lorsque d,; et Prp sont relativement petits (i.e., inférieurs a 0.1),
la probabilité P;p d’atteindre la phase de labyrinthe varie linéairement en
fonction du nombre de cellules n? alors que lorsque Ppp est proche de la
saturation, les variations tendent & devenir négligeables en fonction de n.

6.3 Conclusion et perspectives

Ce chapitre nous a permis de développer une approche expérimentale
des phénomeénes de transition de phase du second ordre. Dans le cas des
automates cellulaires unidimensionnels, les mesures semblent indiquer que
le changement de phase observé est bien une transition de phase et que
cette transition de phase appartient & la classe d’universalité de la percola-
tion dirigée pour sept des huit automates identifiés lors des expérimentations
du chapitre 4. Enfin, pour le huitiéme automate, ’ACE 178, I'analyse des
symétries supplémentaires et ’observation de ses diagrammes espace-temps
laissent penser que sa transition de phase appartient a une variante de la per-
colation dirigée qui est la percolation dirigée ”Zs symétrique”. Ces résultats
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F1G. 6.8 — Probabilité d’atteindre la phase de labyrinthe en fonction de diy;
pour différentes tailles de grille n € {20, 30, 40,50} et différents taux de liens
manquants : £~ = 0, £~ = 0.02, £~ = 0.04 de haut en bas. La colonne
de gauche montre les courbes calculées avec I’hypothése de “développement
indépendant des germes”. La colonne de droite montre les résultats expéri-
mentaux.
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semblent donc confirmer 1’idée que dans une certaine mesure, les expériences
conduites au chapitre 4 permettent bien d’identifier des comportements in-
trinséques a la régle, qui restent observables pour des tailles de grille qui
tendent vers ’infini.

Quant & Dapplication de ces méthodes sur le Jeu de la vie, elle nous a
permis de mettre en évidence deux phénoménes intéressants. Le premier est
que la conjugaison des perturbations est une opération dont les résultats
ne peuvent étre prédits trivialement. On observe en effet que cet automate
cellulaire semble étre robuste, pour notre protocole, aux perturbations de
topologie seules mais non robuste aux perturbations de synchronisme seules.
Dans le cas ou les deux perturbations sont appliquées simultanément, on
constate que la valeur du seuil critique pour lequel le changement de phase
a lieu se déplace de maniére & ce que la plage de robustesse devienne plus
grande.

Le second phénoméne observé est que le type de transition observé pour
la densité initiale di,; est de nature différente. L’analyse de la fagon dont le
changement de comportement se produit (i.e., & partir de “germes”) laisse
penser qu’il ne s’agit que d’un effet de taille finie et que pour o < ., pour
toute valeur non-nulle de djy;, la probabilité d’observer la transition de phase
tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini.

Ces observations aménent un certain nombre de questions. On peut en
effet, se demander quels sont les “ingrédients” qui conduisent & 1’apparition
d’une transition de phase du second ordre. On peut par exemple remarquer
que les codes de transition des régles de SPT (cf. partie 4.3.4 page 100) sont
trés proches les uns des autres. On peut dés lors se demander si cela provient
simplement de propriétés inhérentes a la notation que nous employons (des
symeétries par exemple) ou si cela indique l'existence d’un lien plus profond
entre le code de transition et 'apparition d’'un phénoméne de seuil.

En ce qui concerne le Jeu de la vie, de nombreux points restent & étudier
plus en détail. S’il parait hautement improbable d’arriver & une description
analytique de son fonctionnement asynchrone, I’approfondissement des hy-
pothéses examinées dans ce chapitre permettra stirement d’aller plus loin
et de comprendre de fagon plus précise les mécanismes de changement de
phase. Une question qui est essentielle consisterait & déterminer si les effets
ici observés sont couramment rencontrés pour les automates de dimension 2
ou s'ils sont spécifiquement reliés & la propriété d’universalité du Jeu de la
vie.
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Conclusion

Notre objectif initial, qui était de proposer un cadre formel pour d’étudier
la robustesse a ’asynchronisme des automates cellulaires, nous a conduit a
choisir un parameétre d’étude, la densité, et & construire des protocoles qui
ont permis de distinguer clairement des comportements différents d’une régle
a l'autre.

Dans un premier temps, ’approche expérimentale a mis en évidence de
nombreux phénoménes de nature différente : changements continus, transi-
tions de phase du premier ordre, transition de phase du second ordre, etc.

Dans un second temps, aprés nous étre restreints & un espace particulier
de régles, nous avons abordé 1’étude de la robustesse par des techniques an-
alytiques afin de pouvoir assurer théoriquement les résultats expérimentaux.

Nous nous sommes alors focalisés sur les transitions de phase du second
ordre en réalisant une étude plus détaillée; ceci nous a permis d’identifier
la classe d’universalité de ces transitions de phase et nous avons montré,
dans le cas du Jeu de la vie, que les perturbations de synchronisme et les
perturbations de topologie étaient trés fortement interdépendantes.

La richesse des phénoménes observés nous permet donc de conclure posi-
tivement quant & la pertinence de la notion de robustesse pour les automates
cellulaires. Vis-a-vis de la question initiale qui était de savoir comment es-
timer quantitativement les changements de comportements, nous avons mon-
tré que le choix d’un paramétre simple, la densité, permettait effectivement
d’aboutir a une description adéquate des phénomeénes. Les résultats fournis
par l'utilisation de ce parameétre doivent désormais étre affinés et il faut main-
tenant croiser les mesures effectuées avec la densité avec d’autres paramétres
macroscopiques tels que la corrélation spatiale, ’entropie, etc.

Concernant la définition des différents types de perturbations, nous nous
sommes attachés, pour ’asynchronisme, a étudier deux types de dynamiques
stochastiques qui nous paraissaient “naturelles”. Il existe bien entendu de
nombreuses autres facons d’introduire de I"asynchronisme dans le fonction-
nement d’un automate cellulaire, notamment en prenant en compte des délais
dans les communications entre cellules. A ce stade, il nous parait important
de rechercher dans quelle mesure les différents types d’asynchronisme peu-
vent conduire & des résultats similaires ou différents de ceux que nous avons
obtenus. En effet, 'identification des propriétés fondamentales qui perme-
ttent d’obtenir qu’un systéme soit robuste & l’asynchronisme constitue un
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enjeu de taille, tant d'un point de vue théorique que d’un point de vue pra-
tique.

Nous avons également observé que les perturbations de topologie, qui
ont été introduites pour ’automate bidimensionnel du Jeu de la vie, pou-
vaient modifier substantiellement la facon dont cet automate réagissait a 1’a-
jout d’asynchronisme. Cela ouvre une piste de recherche intéressante puisque
les perturbations de topologie peuvent conduire & nous rapprocher d’autres
modéles utilisés pour traiter de systémes complexes, tels que les réseaux de
neurones, les réseaux d’interactions de génes ou les graphes dynamiques.

Ces observations aménent naturellement la question de savoir si la dé-
marche que nous avons adoptée est généralisable & d’autres modéles, voire
4 ’ensemble des modéles qui décrivent des systémes complexes. Il n’existe
évidemment pas de réponse universelle & cette question mais il nous parait
important de continuer & chercher dans ce sens afin de parvenir & unifier sous
une méme description des classes de modéles de plus en plus grandes.
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